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UBUNGSBLATT 11A

Beispiel 1 (Zentralfeld).
Sei f:]0,+o0[ — R eine differenzierbare Funktion und V: R?\ {0} — R, V(z) == f(||z||). Zeigen Sie,
daf

F:R*\ {0} = R, F(z) = VV(2),

ein Zentralfeld ist.

Beispiel 2 (Vektoridentititen).

Verifizieren Sie die Vektoridentitéiten
(a) V-(uxv)=(Vxu) -v—(Vxv) uund
(b) Vx(Vxw)=V(V-w)—Aw

fir alle differenzierbaren Vektorfelder w,v: R?> — R? und alle zweimal differenzierbaren Vektorfelder
w: R3 — R3.

Beispiel 3 (Gradientenfeld).
Bestimmen Sie, fiir welche Parameter a,b € R das Vektorfeld
a1y — xysin(rixs)

v: R = R, v(z) = 3 +5 ,
bin(1 + 22) — z1 sin(xq23)

ein Gradientenfeld ist, also ein differenzierbares Skalarfeld ®: R? — R mit v = V& existiert.

Beispiel 4 (Potential eines Gradientenfelds).
Sei das Vektorfeld

2z + 01?2
" R? _ R2 — 1 2
v ) U(ﬂ?) — (xlexlxz + COS(lEQ)) 9

gegeben.
Zeigen Sie, dafl eine Potentialfunktion ®: R? — R mit v = V& existiert, und bestimmen Sie sie explizit.
Hinweis: Fiir jede stetig differenzierbare Funktion ®: R?> — R gilt:

0P 2 0P

®(x1,20) — (0,0) = o (¢,0)dt + / 7(.11.#) dt.
Jo 0% Jo 0%

Beispiel 5 (Verschwindende Rotation, aber kein Gradientenfeld).
Wir betrachten das Vektorfeld

1 G
: D — R, =— :
v v(z) P %1

auf der Menge D := (R?\ {(0,0)}) x R.
Zeigen Sie, dal V x v = 0 ist, aber keine Potentialfunktion ®: D — R? mit v = V® existiert.



Beispiel 6 (Laplace-Gleichung).

Bestimmen Sie alle Parameter a € R, fiir die die Funktion
far BP0} = R, fo(z) = [z,

die partielle Differentialgleichung
Af(x) = 0 fiir alle z € R3\ {0}

erfillt.



