
Peter Elbau
Leonidas Mindrinos
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1. Sei A ∈ GLn(C) eine beliebige, invertierbare Matrix. Wir definieren die mit der
Matrix A1 = A startende Iteration

Ak+1 = RkQk,

wobei Ak = QkRk die QR-Zerlegung1 der Matrix Ak bezeichne, k ∈ N.

Zeigen Sie, daß dann für alle ` ∈ N0

A`+1 =

(∏̀
k=1

Qk

)∗
A

(∏̀
k=1

Qk

)
und A` =

(∏̀
k=1

Qk

)(
`−1∏
k=0

R`−k

)
(1)

gilt.

2. (a) Zeigen Sie, daß die QR-Zerlegung einer invertierbaren Matrix A ∈ GLn(C)
durch

A = QR mit Q = A(L∗)−1, R = L∗

gegeben ist, wobei A∗A = LL∗ die Cholesky-Zerlegung der Matrix A∗A ist.

(b) Sei (F`)
∞
`=1 ⊂ Cn×n eine Folge von Matrizen mit lim`→∞ F` = 0. Beweisen

Sie, daß dann für die QR-Zerlegung 1+ F` = Q̂`R̂` von 1+ F`

lim
`→∞

Q̂` = 1 und lim
`→∞

R̂` = 1

gilt.

3. Sei A ∈ Cn×n eine Matrix, deren Eigenwerten λ1, . . . , λn alle betragsmäßig ver-
schieden und größer null sind:

|λ1| > . . . > |λn| > 0.

Weiters existiere eine Matrix T ∈ GLn(C), so daß

TAT−1 = D, D = diag
(
(λi)

n
i=1

)
,

gilt und T eine LR-Zerlegung T = LR besitzt.

1Um die QR-Zerlegung eindeutig zu machen, wollen wir stets Rii > 0, i = 1, . . . , n, verlangen.
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(a) Zeigen Sie für alle ` ∈ N, daß sich A` in der Form

A` = (Q̃Q̂`)(R̂`R̃D
`R) (2)

schreiben läßt, wobei T−1 = Q̃R̃ die QR-Zerlegung von T−1 bezeichne und

1+ F` = Q̂`R̂`, F` = R̃D`LD−`R̃−1 − 1, (3)

die QR-Zerlegung der Matrix 1+ F` sei.

(b) Überprüfen Sie, daß die in (3) definierten Matrizen F`, ` ∈ N, gegen null
konvergieren:

lim
`→∞

F` = 0.

(c) Folgern Sie daraus, daß die in Beispiel 1 definierte Iteration (Ak)k∈N

lim
k→∞

(Ak)ii = λi

erfüllt.

Hinweis: Vergleichen Sie die beiden Ausdrücke (1) und (2) für A` und ver-
wenden Sie, daß die QR-Zerlegung einer invertierbaren Matrix eindeutig ist
(wenn man die Diagonalelemente der rechten, oberen Dreiecksmatrix stets
positiv wählt).

4. Sei A ∈ Cm×n eine beliebige Matrix mit der Pseudoinversen A† ∈ Cn×m und
der Singulärwertzerlegung A = UDV ∗. Bestimmen Sie die Singulärwertzerlegung
von A†, und zeigen Sie damit, daß jede Matrix A ∈ Cm×n eine Pseudoinverse
besitzt.

5. Schreiben Sie ein Matlab-Programm, das die Eigenwerte einer invertierbaren
Matrix A ∈ Cn×n, die die Bedingungen von Beispiel 3 erfüllt, mit Hilfe der in
Beispiel 1 definierten Iteration bestimmt.

6. Schreiben Sie ein Matlab-Programm, das die Singulärwerte einer gegebenen
Matrix A ∈ Cm×n, wobei entweder A∗A oder AA∗ die Bedingungen von Bei-
spiel 3 erfüllen sollen, mit Hilfe der in Beispiel 1 definierten Iteration berechnet.
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