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1. Wir betrachten die symmetrische Matrix

A:
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(a) Zeigen Sie, dass die Matrix A positiv definit ist.

(b) Zeigen Sie, dass das Gesamtschrittverfahren zur Losung von Ax = b fiir
allgemeine Wahl von b und allgemeinen Startwert (%) nicht konvergiert.

(c) Berechnen Sie zwei Schritte des Gesamtschrittverfahrens fiir b = (6,7,6)"
und Startwert 2(®) = 0 und iiberpriifen Sie das vorherige Ergebnis.

2. Sei A € R™*™ eine symmetrische, positiv definite Matrix. Zeigen Sie, dass jede
Matrix G € R™*"| fiir die A — G*A G positiv definit ist, p(G) < 1 erfiillt.

3. Das SOR-Verfahren (Successive Over-Relazation) ist ein iteratives Verfahren zur
Losung des Gleichungssystems Az = b.
Dabei withlt man sich ein w € (0,2) sowie einen Startwert z(®) und berechnet

chkﬂ) iterativ nach der Vorschrift

xékﬂ) =(1- w)xl(»k) + 2 b — Za’j -xg.kﬂ) - Zaij -x§»k)

Qs
v j<i j>i

Zeigen Sie, dass sich das SOR-Verfahren in das allgemeine Schema einer Fixpunkt-
iteration einordnen ldsst. Es sind also eine Matrix T;, und ein Vektor ¢, zu finden,
sodass

2D =T 2™ g,

gilt und der Fixpunkt der Abbildung z — T,z + t,, durch die Lésung der Glei-
chung Ax = b gegeben ist. Was passiert im Spezialfall w = 17

4. Sei Axz = b ein Gleichungssystem mit A = M — N, wobei M invertierbar sei.
Gegeben (9| bestimmt man z*t1 k> 1, durch Auflssen der Vektorgleichung

Mz*+D) = Ng®) 1p, (1)
(a) Zeigen Sie, dass die Gleichung (1) in der Form
2D () | p1pR)

geschrieben werden kann und bestimmen Sie (%),



(b) Wir fithren nun einen (Relaxations-)Parameter a ein und definieren das
Richardson Verfahren durch

D = 20 1),

Wir nehmen an, dass die Matrix M ~! A positive Eigenwerte A\; > ... > \,, >
0 hat. Zeigen Sie, dass dann das Richardson Verfahren konvergiert, wenn
0 < o < 2/\; erfiillt ist. Zeigen Sie zusétzlich, dass fiir
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das Verfahren am schnellsten konvergiert.
Hinweis: Je kleiner der Spektralradius der Verfahrensmatrix ist, desto schnel-
ler konvergiert das Iterationsverfahren.

5. Programmieren Sie in MATLAB das SOR-Verfahren aus Ubung 3 fiir ein Glei-
chungssystem Ax = b.

6. Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das die Losung z € R™ eines Gleichungs-
systems Ax = b fiir gegebene symmetrische und positiv definite Matrix A €
R™ ™ und gegebenen Vektor b € R™ mithilfe des Verfahrens der konjugierten
Gradienten annéhert.



