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Priifung zur Vorlesung ,,Numerische Mathematik“

Erlaubte Hilfsmittel: Schriftliche Unterlagen nach Belieben.

Priifungsdauer: 120 Minuten.

Bitte schreiben Sie dokumentenecht und versehen jedes Blatt mit Threm Namen.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Die Beispiele werden alle gleich gewichtet.

1. (a) Sei {q1,...,qn} eine Orthonormalbasis von R™ und I die n x n Identitéts-

Lésung:

matrix. Zeigen Sie, daf} die Matrix

n—1
Q=1- Z i4;
=1

eine orthogonale Projektionsmatrix ist, d.h. Q = Q und Q% = Q.
Die Matriz Q) ist orthogonal, da

n—1

n—1 t n—1
Qt<IZqiq§> =1-> () =1- Z%%
=1

=1

gilt.
Auflerdem ist Q eine Projektionsmatriz, da

n—1 2 n—1 n—1 2
= (I - quf) =1-2% g4} + <Z qifé)
i=1 i=1 i=1
n—1 n—1
=T-2> qd + Y ad=Q
i=1 i=1
gilt, wobei wir die Identitdt

n—1 2 n—1n—1 n—1
(Z qu) =D D wdn = Z 4 gig: 4f = > aid)
i=1 =1

=1 j=1 qat q]_éu i=j=1

benditzt haben.



(b) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

SO ==
O R = =
_ ===

Liosung: Im ersten Schritt bekommen wir fiir den Projektionsvektor vy den Ausdruck

1+ 2=
Vol
[25] + %
v = —- el =
P el 0
0

1 1
| E e Y
p=1-2"_ v v 00
v 0 0 1 0
0 0 0 1

die, wie gewiinscht,

—V2 =2 -2
0 0 0
hA=\ 1 1
0 0 1
erfillt.
Im zweiten Schritt betrachten wir nun die Teilmatrix
0 0
Ay = |1 1},
0 1
fir die wir den Projektionsvektor
1
Vo = 7(012)1 —+ €1 = 1
Taz)ill2 .

und damit als Projektionsmatriz die Permutationsmatriz

ot 0 -1 0
Qe=I-2—-2=1-1 0 0
b2z 0 0 1



erhalten. Angewendet auf die einmal projezierte Ausgangsmatriz, liefert uns

das
V2 V2 =2
{10 _ 0 -1 -1
P,PA= {O Qg] PA= 0 0 0
0 0 1

Im letzten Schritt bleibt uns noch die zu einem Vektor entartete Matriz

o

zu betrachten. Wir erhalten den Projektionsvektor

v s +e [1}
3=———+e = )
|as]|2 1

woraus sich wieder direkt die Projektionsmatriz

t
V3V3 0 -1

=7-2 =
s vsUs {—1 0]

bestimmen lGfst.

Wenden wir die drei Projektionsmatrizen nun nacheinander auf A an, so
bekommen wir die gesuchte obere Dreicksmatriz R:

V2 VB -3
0 —1 -1
0 0 -1 |’
0 0 0

I, 0

R=P,P,P A= [0 QJ PP A=

und schliefilich Q durch Vergleichen mit der verlangten Identitit R = Q'A:

-1/vV/2 0 0 —1/V2
B o |-1/v2 0 00 1/V2
Q=nPRP=10T 0
0 0 -1 0

2. Es sei
3 1/2 0 1/2
|0 5 0 -1/2
A= 0 0 10 1

1 0 0 -8

Schitzen Sie die Kondition der Matrix A beziiglich der Spektralnorm mit Hilfe
der Gerschgorinkreise moglichst gut ab.



Lésung: Aus der Defintion der Kondition und der Spektralnorm erhalten wir den Aus-
druck

condy(A) = [[Al|2]| A7 |2 = /p(ATA)V/p((A71)FATY)

= V(AT A)p((AAD)T) =, |72
Ha

fiir die Kondition der Matriz A, wobei 11 > s > ps > g > 0 die Eigenwerte
von AtA sind.

Explizit finden wir fiir A'A die Matriz

10 1.5 0 —6.5
1.5 2525 0 —2.25
0 0 100 10
—6.5 —2.25 10 65.5

ArA =

Nun sind die Gerschgorinkreise alle disjunkt und wir finden fir die Eigenwerte:

|y — 100/ <10 = 90 < iy < 110,
|po — 65.5| < 18.75 =  46.75 < jp < 84.25,
s — 25.25| < 3.75 = 21.5 < g < 29,
g —10/<8 = 2 <y <18

conda(A) = /% < V/55.
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3. Wir betrachten die Funktion

Somit bekommen wir

f:R?® =R, f(z,y)=arctan(z)+ zy + >

N#hern Sie mit zwei Iterationsschritten des Newton-Verfahrens, ausgehend vom
Startwert (x0,y0) = (3,0), den kritischen Punkt von f an.

Lésung: Fir die Ableitung der Funktion [ bekommen wir

1
F(z,y) =V f(z,y) = <1;r;i ;‘yy> .

Und die Ableitung der Funktion F bestimmt sich zu
—m L
F = 1w .
ar) = (T )

Somit ist die Inverse von dF(x,y) gegeben durch

ST R — (12 1) :

- 2x
L+ rame To7)?
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Das Newton-Verfahren lautet also

(i) = )~ s (3 i) (572))
Yk+1 Yk 1+ (1f52)2 1 (1+;2)2 T + 2y .

Mit (xo,y0) = (3,0) bekommen wir:

()=0) - (0 8) (9)
= (1)~ % (o) = (L035)-

Der zweite Schritt ergibt dann

4. Sei

) _ (05 ) 1 -2 1 i
y2 )~ \—0.25 1+22\ 1 2)\0
0.5 25 (—LL 1
= _— — 0 f— _L
(03s) -5 (W) ~a-o(y):

fR-R, f(z)=12"—-2%—2a

Wir betrachten fiir a € R die Fixpunktgleichung

O,(z) =2z

fiir die Funktion

(a)

Losung:

P, R—-R, P,(z)=z+af(x).

Bestimmen Sie das gréfite Intervall I C R, so daf fiir jeden Wert a € I eine
offene Umgebung U von 0 existiert, so daf die Funktion ®,, eingeschrankt
auf die Menge U, eine Kontraktion ist.

Gilt fiir die stetig differenzierbare Abbildung ®, die Abschitzung
11— al =|2,(0)] <1,

also a € (0,2), so existiert ein q € (0,1) und eine Umgebung U um 0, so
daf$ fir alle x € U die Ungleichung |® ()| < q erfillt ist, weshalb also
nach dem Mittelwertsatz fiir alle x,y € U ein & € U mit

|Da(2) = Pa(y)] = [P ()| — y| < qlz —yl
existiert.

Umgekehrt existiert fiir jedes a ¢ (0,2) zu jedem Wert q € [0,1) und belie-
bigen € > 0 ein Wert x € (—¢,&) mit

dhe =01 < (120 = 152 ) 12 = 0] < [2u(2) - 2,(0)]

weshalb ®, keine Kontraktion sein kann.



(b)

Lésung:

Zeigen Sie, daB fiir alle a € (0,1) die durch die Fixpunktiteration
Tpy1 = @a(xk)7 k € Ny,

definierte Folge (z1)52, C R fiir beliebige Startwerte zy € [—2, 2] gegen die
Nullstelle £ = 0 der Funktion f konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie, daf fiir alle a € (0,1) der Fixpunkt = 0 die einzige
Losung der Gleichung |®,(z)| = |z| im Intervall [—2, 2] ist.

Die Nullstellen von
1 4 2
x—Pu(z) = —af(x) = —Zax(x — 4= —4)
sind neben null nur x> = 2(1 + /2), so daf keine weitere Nullstelle im
Intervall [—2, 2] liegt.
Andererseits sind die Nullstellen der Funktion
1
Dy (x)+ 2= ZQI(I4 —42? + 4(2 - 1)),
fiir a € (0,1) neben x =0 bei
?=2+2/2-2¢R,

so dafl im Intervall [—2,2] ebenfalls nur x = 0 eine Nullstelle ist.
Wegen |®,,(0)| < 1 gilt somit fiir alle 2 # 0:

@ (2)] < 2],

weshalb die Folge (|xi|)5, aufBerhalb von Null streng monoton fallend ist
und somit gegen null konvergiert.



