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Kapitel 1

Rundefehler, Kondition und
Stabilitit

1.1 Vektor und Matrixnormen

Wir betrachten sowohl reelle als auch komplexe Vektoren und Matrizen. Mei-
stens ist das unerheblich und wir schreiben der Einfachheit K fiir den entspre-
chenden Zahlenkérper und meinen damit, dass die entsprechenden Resultate
in gleicher Weise in R und C gelten.
Entsprechend bezeichnet K™ den Raum der n-dimensionalen Vektoren

iiber IC,

T

r = : , X €K,
T

und ™*™ den Raum der m x n Matrizen iiber IC,

ayp - Aip
A= : : . ai; €K
m1 - Gmn
Ist x € K™, so unterscheiden wir zwischen
t 1xn * — = — Ixn.
' =[xy, T9, ..., xpy] € K" und ¥ = [T, T, ..., Tp] € K

bei z* sind die Eintrige konjugiert komplex. Fiir £ = R stimmen z* und z*
iiberein. A® und A* in K™ sind entsprechend definiert.

5
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Im Raum K" greifen wir gelegentlich auf die kartesische Basis {e1, ...,en}

zuriick, wobei e; = [0;;]7_; den Vektor bezeichnet, der in der i-ten Kompo-

nente eine Eins und ansonsten nur Nulleintrége enthélt.
L i=7,
o = { 0, i#],
ist das Kronecker-Symbol.

Beispiel 1.1. Die am héufigsten verwendeten Normen in X = K" sind die

1. Betragssummennorm: ||z||, == Y1 |zi| ,

2. Buklidnorm: ||z||, :== \/ S0, |zi|” = Varz,

3. Mazimumnorm: ||z||_ = max;—1, _, |z;| .
Héufigste verwendete Normen in X = K™*" sind die

Lo [[All o = maxi<j<n 300 |ai,l-

2. [|All oy == maxicicm Y1y laig] -

3. Frobeniusnorm: ||Al, = \/221 > lai;|? .

1.2 Kondition und Rundefehler

Eine Fehlerquelle bei der Implementierung jedes numerischen Algorithmus
sind Daten - und Rundefehler.

Wiéhrend der Rundefehler in jeder einzelnen Elementaroperation (Additi-
on, Multiplikation, Standardfunktionen, ...) in der Regel vernachlissigt wer-
den kann, kann es in einem komplexen Algorithmus zu einer Kumulation der
Fehler fithren, und sich problematisch auf das berechnete Ergebnis auswir-
ken. Man spricht von einem stabilen Algorithmus, wenn keine problematische
Fehlerverstarkung auftritt.

Sei F': R — R. Wir studieren die Auswertung der Funktion F' an ei-
nem vorgegebenen Vektor x. Aufgrund von Fehlern wird die Auswertung der
Funktion F' nicht an der Stelle x, sondern an der Stelle x + Ax ausgewertet.

Bezeichnen wir mit

Ay := F(z + Azx) — F(x)
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den Fehler im Ergebnis, so gilt, falls ' € C'(R") ist, nach dem Mittelwertsatz

Ay = F(x1 + Ay, 29 + Azg,y ooy xy + Axy) — Fxy, 29, .0y Tp)

"\ OF

wobei ¢ auf der Strecke zwischen x und x + Az liegt. Ist die Ableitung
Lipschitz-stetig, dann gilt sogar

Ay:ZgF( )Az; + O(e?), (1.1)

i=1 v

.....

Um smh die Analyse zu Veremfachen, vernachl'alssigt man den O(g?)-Term
und verwendet den Vektor der absoluten Konditionszahlen

OF
oz, %)

K:abs = |:

=1,...,

als ein Maf fiir die Verstdarkung des Fehlers.

Ublicherweise ist die relative Fehlerverstirkung von gréBerer Bedeutung
als die absolute Fehlerverstiarkung. Ein Maf fiir die relative Fehlerverstarkung
ergibt sich aus (1.1) unter Vernachlissigung des O(e?) Terms wie folgt:

i Ax;
Zf)xz Zaxz . xf ' (1.2)

Der Vektor

8_@-(36)}7(;1:)

heifit der Vektor der relativen Konditionszahlen.

Die Konditionszahlen beschreiben also die Verstdrkung der absoluten
bzw. relativen Fehler der Eingangsdaten bei der Auswertung der Funktion
F'. Ein Problem heifit schlecht konditioniert, wenn einer der beiden Maxima
der Konditionsvektoren signifikant gréfler als 1 ist. Ansonst nennt man das
Problem gut konditioniert.

’Crel = |:

.....

'Wir verwenden die Notation a. = O(g), wenn fiir ein g9 > eine von e unabhingige
Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle € € (0,&¢) die Ungleichung |a.| < Ce gilt.
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Eine Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Funktionen F' : R" — R™
ist leicht moglich, wenn man die einzelnen Komponenten der Funktion be-
trachtet.

Beispiel 1.2.  Addition: Sei F(x) = x1 + xa, © = [21, 22]". Dann gilt fiir die
relativen Konditionszahlen

T
6% T+ o

X

(’Crel)i - F({L‘)

=12,

Die relativen Konditionszahlen sind somit grof3, wenn fiir ¢ = 1 oder
i = 2 der Betrag von F(z) = 1 + x5 sehr viel kleiner als der Betrag
von x; ist. Dieses Phdnomen bezeichnet man als Ausldschung.

Beispielsweise ergibt sich fiir

71 = 1.000001, x5 =—1,
Az, =0.001, Az, =0,

Der absolute Fehler ist gleich grofi wie die Fehler in den Daten 0.001001 =
|Azy|+|Axs|. Der relative Fehler (JAy/y| = 0.001001/0.000001 = 1001)
ist signifikant grofler.

Multiplikation: Sei a # 0 fix. Wir betrachten die Multiplikation zweier Zah-

len,
F:R—>R.

1.3
T — ar (1.3)

In diesem Fall lauten die absoluten und relativen Konditionszahlen

Kaps = |F'(z)| =a und K, = 1.

1.3 Stabilitat

Betrachten wir nun die Implementierung eines Algorithmus zur Auswertung
von F'(xz) mit F': R" — R. Die Modellannahme ist, dass die Implementierung
geschrieben werden als F(x + Ax).
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Der Algorithmus heifit vorwdrts stabil, wenn eine Konstante C, existiert,
die nicht signifikant gréfer als 1 ist, sodass 2
‘ Ay Ax

o) (1.4)

’Sv
2

Der Algorithmus heif3t rickwdrts stabil, wenn eine Konstante Cr existiert,
die nicht signifikant grofler als 1 ist, sodass

‘Aaz Ay’

Die Konstanten Cy und Cp stehen mit den Konditionszahlen in Verbin-
dung, wie man wie folgt sieht:
Ay | |F(z+ Ar) — F(x)
Flx)|

(1.5)

>~ VR
2

Q

AI’Z'

X

F(x)

2

~~
S”Krel”oo

Das bedeutet also, dass Cy ~ /1 [|K,all|, gilt.

1.4 Multiplikative Normen

Definition 1.3. Eine Matrixnorm ||-||,, auf ™" heifit submultiplikativ,
falls
[ABly < [[Alla 1By - VA, B e K™

Eine Matrixnorm ||-||,, auf K™*™ heifit wvertrdglich mit der Vektornorm ||-||
auf ™, falls

[Az]| < |Ally |l . VA€ K™z e K.

2Wir verwenden die Notation, dass die Multiplikation und Division von Vektoren kom-
ponentenweise ist.
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Definition und Satz 1.4. Sei ||| eine Vektornorm auf K. Dann ist

A
[V e —p
220 |2 ]| =1

eine Norm auf K™" — die durch ||-]| induzierte Norm.

Die Normeigenschaften sind dabei leicht nachgerechnet.

Beispiel 1.5. Sei A € K™ und =z € K£". Dann gilt

|Az||, = (Spaltensummennorm)

n
= |(Ax)
=1
n n
B3() o
i=1 | j=1
n n
<Y agg] )
i=1 j=1

n n
<Y | > Jag]
j=1 i=1
n n
< ;| max Y agl
7j=1,...,n
j=1 i=1

-----

= [lzly 1Al o -
Also ist |-, o, mit [|-[|; vertrdglich, was bedeutet, dass

Ax
A2y g, ve 2o, (1.7)
o,

Wir zeigen nun, dass ||Al|, , die kleinstmdgliche Schranke ist fiir die (1.7)
gilt. Dazu werden wir ein 0 # x € K™ suchen, so dass in (1.7) Gleichheit gilt.
Wir wéhlen nun den Spaltenindex j, fiir den

n
1A o = > lasj]
=1
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gilt und setzen fiir x den j-ten kartesischen Basisvektor e;. Dann gilt

[[Ae; |
1Al o0 = 1Al = =
lleslly

In dhnlicher Weise zeigt man, dass die ”Hool durch die Maximumnorm
|||, induziert wird.

Lemma 1.6. Die durch ||-|| induzierte (Matriz—) Norm |||-||| ist submultipli-
kativ und ist mit der Ausgangsnorm vertréglich. Ist ||-||,, eine andere mit ||-||
vertragliche Norm, dann gilt ||| Al|| < ||All,, , VA € K",

Beweis. e Fiir B # 0 gilt

1AB]|| = sup 14571

w0 7]

. (HABxH HBxu)
Bezo \ || Bz| ||z

< wp 1482112
S Bl 5 Tl

< oo 10l 1Bl
Wl 5

— ANIB] -

Folglich ist die induzierte Norm submultiplikativ.

e Die Vertriglichkeit mit der Ausgangsnorm folgt unmittelbar aus der
Definition: Demnach ist ndmlich

A A
||| All| = sup | Az] > | Az] fiir jedes z # 0,
beziehungsweise || Az|| < |||All| ||z||-
e Sei ||-||,, eine andere mit ||-|| vertrégliche Norm. Nach Definition 1.4
gilt ||| Al]] = ||Az|| fiir ein gewisses x € K™ mit ||z|| = 1, und aus der

Vertréglichkeit der zweiten Matrixnorm folgt daher

WA= [[Az]] < [|Ally, llzll = 1[All5 -
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Die vermutlich wichtigste Norm in K" ist die Euklidnorm. Wir werden
uns nun mit der durch die Euklidnorm induzierten Matrixnorm in K™*"
(muss nicht notwendigerweise eine quadratische Matrix sein) beschéftigen.
Diese induzierte Norm heifit Spektralnorm

IAll, = max 4],
= Ax)* (A
[max v/ (Az)(Az) (1.8)
= ||Hﬁa§1 VrrA*Az .

Bezeichnet o(C') die Menge aller Eigenwerte von C, dann ist der Spektralra-
dius gegeben durch

p(C) :=max{|\|: A € a(C)}, (1.9)
also dem betragsgrofitem Eigenwert der Matrix C.
Satz 1.7. Fir jede Matriz A € K™ ist || Al|, = /p(A*A).
Beweis. A*A ist hermitesch und positiv semidefinit 3, denn
(A A)x = HAZ’H% >0.

Demnach existiert eine Orthonormalbasis {z1, ..., x,} von K" aus Eigenvek-
4 von A*A mit zugehorigen Eigenwerten

toren
MZ>A>--2>20,2>0.

Jeder Vektor z € K" mit ||z||, = 1 lésst sich in dieser Basis entwickeln, das

3Eine Matrix B € K™*" heifit hermitesch, falls B* = B. Sie heit positiv semidefinit
falls | Bz|2 > 0,Vz € K".

4Wir wollen Eigenvektoren immer so verstehen, dass die Euklidnorm auf 1 normiert
ist.
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heifit, es existieren (; € K, i =1,---n, so dass ¢ = Y., ¢;z; und

n n
l=za"x = ngf Z Gz
i=1 j=1
n
= (G

1,j=1

= Z Cé}-dij

ij=1

= Z |Ci‘2 .
=1
AuBerdem gilt,
A AT = GriATAY G
i=1 j=1

= GGz,

1,j=1

= Z aCj)\j(sij

ij=1

= Z ‘Cz‘Q Ai
i=1
<\ Z I
i=1

== >\1 .
Mit anderen Worten: Es gilt max|,=1 r*A*Ax < ). Es gilt aber auch fiir
r = T
ZL'IA*AJJ = ﬂ/\lxl = /\1
und daher max,,—1 2*A*Ar = A\ = p(A*A). Zusammen mit (1.8) folgt
daher die Behauptung. ]

Lemma 1.8.
|A|[3 = Spur(A*A) = Z A
A€o (A*A)
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Man beachte den Unterschied zwischen || Al|3. = 2 reo(a ) A und |A|5 =
max,\EU(A*A) A

Die Berechnung der Spektralnorm benétigt den grofiten Eigenwert von
A*A und ist deshalb viel aufwendiger als die Berechnung der [|-[|; ., und
||| o,;~Normen. Fiir viele Anwendungen ist aber eine Abschiitzung des gréBten
Eigenwertes von A*A ausreichend, die man wie folgt erhalten kann:

Satz 1.9. Fir A € K™ gilt || Al], < \/HAHLOO Al o1-

Beweis. Nach Satz 1.7 ist || A||5 der grofite Eigenwert von A*A. Sei ; ein zu
| All5 zugehériger Eigenvektor (mit |2, = 1) und &y = 21/ [|z1],-
Dann gilt

HAH% = ||Ax1||§ = 2] A"Axy = Mzjr = Ay ||$1||§ = Al

Andererseits gilt:
A=A |24l
= || A A4 ]
< (A o [[Az2 [l
< ([ A o0 1Al 00 12211y
= [ A0 ANl o -

||1,oo

Da ||A* = [| Al gilt, folgt somit:

||1,oo
2
[A]l; = M < [[Alloq 146l 66 -
O

Eine wichtige Anwendung von Matrixnormen ergibt sich bei der Bestim-
mung der Kondition eines linearen Gleichungssystems.

Sei A € K™ regulédr und Ab ein Eingangsfehler, dann gilt
r=A"und 2+ Az =AYb+ Ab) = Ao+ AAD .

Also ist der Fehler in der Losung

Az = A"TAb.
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Sind die Matrixnorm ||-||,, und die Vektornorm ||-|| vertraglich, dann gilt
|Ac) A~
gdl gdl
sy [1Ab] [[Az]
<l[|la™! A6} (1.10)
1470 T e
- |Ab]|

Definition 1.10. Der Faktor
condys(A) = HA_IHM ||A||M

wird als Kondition der Matrix A bzgl. der Matrixnorm ||-||,, bezeichnet.
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Kapitel 2

Eliminiationsalgorithmen

Der grundlegende Baustein aller numerischen Algorithmen ist die Losung
linearer Gleichungssysteme. Prinzipiell unterscheidet man zwischen iterativen
Verfahren und Eliminiationsalgorithmen.

2.1 Die LR-Zerlegung

Der wichtigste Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme ist der
Gauf-Algorithmus, welcher implizit eine Zerlegung einer Koeffizientenmatrix
A in zwei Dreiecksmatrizen bewirkt. Deshalb wird er auch L R—Zerlegungs
Algorithmus genannt.

Wir betrachten zunéchst einen beliebigen Vektor z = [z1, ..., z,)" € K"
fiir den gilt xp # 0 ist. Dann definieren wird

L% =T — et (2.1)

mit Iy = [0, ..., 0, L1 gy ooy lng]” € K™ mit L = xj/xp, j =k + 1,...,n. Somit
ist

10 011 20 1 a1
0

s 1 Tpi1 0
0 - o 1L @ 1 L0
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Matrizen der Form L*) kénnen also benutzt werden, um die unteren n — k
Eintrége eines Spaltenvektors zu Null zu transformieren.
Sei A = AW = [a;];; eine n x n-Matrix und = = [a;1]; € K" die erste

KAPITEL 2. ELIMINIATIONSALGORITHMEN

Spalte von AM. Wenn a1, # 0 ist, dann gilt mit der Matrix L) = I — [ et

Dies entspricht dem ersten Schritt im Gau-Algorithmus. Wenn a%) # 0 ist,
withlen wir in einem zweiten Schritt (k = 2) fiir o die zweite Spalte von A®),

2
also = = [ay2, a'y,

1 0
—l21 1
- l31 0
—l,1 0
ail a2

0 a%)
0 a:%)
0 a%)

(2)

a,5]t. Mit der zugehorigen Matrix L?) = I — lye!, ergibt

ceey W9

0
1

0
Q1n
as)

a,

(2)

Ann

ai
a21
a3

sich dann entsprechend A®) = L A®) | wobei:

1 0
0 1
(2)
L™ = 0 —lyo
L 0 _ln2

Geht man auf diese Art und Weise weiter fort (immer vorausgesetzt, dass das

(i)

%

Pivotelement a

@}

0
0
0

ai2
a22
as2

An2

ailz a2
0 a%)
0O O
0 O
0O O

R=LmDAM=D _ p(n-D)pm=2) 1MW)4

Mit anderen Worten: Es ist

A=LRmit L =W 1@t .. pm-b-1

A1n
A2n,
a3n

ann

(2.2)

Qin
Qb
Qi
Qo

3)

a/TLTL

von Null verschieden ist), dann erhdlt man nach (n — 1)
Transformationen schlieBlich eine obere Dreiecksmatrix R := A™ und es gilt:

(2.3)
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Die inversen Matrizen L)~ konnen explizit angegeben werden. Aus dem
folgenden Resultat sieht man insbesondere, dass L tatséchlich eine Dreiecks-
matrix ist.

Satz 2.1. Es ist LW~ = I + l;e! (man beachte L) = I — l;e!) und L =
I + llei + -+ ln,le%_l.

Beweis. Es gilt

_ 0 -
to—10. ... 0 | _J 0 fir i<y
eil] - [0) 707 17 Oa 70] lj—‘,—l,j - lzd fiir i Z ] + 1 (24)
L lmj _

Daraus folgt zunéchst die erste Behauptung, denn
= (ell; = 0(2.4))
=1.

Die spezielle Form von L ergibt sich induktiv: Dazu nehmen wir an, dass fiir
ein 1 <k <n gilt

LW L= — Ty el -+ el

Fir k£ = 1 ist diese Gleichung wegen des ersten Teils des Beweises erfiillt.
Aus LEFD=1 = [ 4+ [ el folgt dann

LW-1. k-1 _ (I +bel + -+ lgel ) (I + lpyrehyy)

und wegen (2.4) ergibt dies

k
LOT LT =T el o el + L€l + Z Lieiliy1€)1
i=1
:(eﬁlkﬂ =0 fiiri = 1, T ,k‘)
I+ lel 4+ el + lppr€hy g -

Damit ist die Induktionsbehauptung auch fiir £ 4 1 erfiillt. O
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Wird im Verlaufe des Gauf-Algorithmus ein Pivotelement ag) Null, so
bricht der Algorithmus zusammen. Sind hingegen alle Pivotelemente fiir i =
1,---,n von Null verschieden, dann haben wir insgesamt folgendes Resultat

bewiesen:

Satz 2.2. Fulls kein Pivotelement Null wird, bestimmt der Gaufs-Algorithmus
eine LR-Zerlegung.

1 [ a1 a2 a1z - an,
by 1 aky af) - al)
A=LR=|lsn Il 1 a$y) - )
: 0
| L o bt 1| oy

i eine linke untere und eine rechte obere Dreitecksmatriz.

Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen kénnen unmittelbar durch Vorwérts-
bzw. Riickwértssubstitution gelost werden. Somit ermoglicht die L R-Zerlegung
in einfacher Weise die Losung eines linearen Gleichungssytems Ax = b.

Algorithmus 2.3. 1. Zerlege A = LR mit dem GauB-Algorithmus
2. Lose Ax = LRx = b in zwei Schritten wie folgt:

e Lose Ly = b durch Vorwértssubstitution

e Lose Rx =y durch Riickwartssubstitution

Da Ax = L(Rx) = v ist x die gesuchte Losung des Gleichungssystems
Az =b.

Im Folgenden berechnen wir den Aufwand der LR-Zerlegung. Aus (2.2)
erkennt man, dass eine Matrix-Matrix-Multiplikation A*®+D = L+ A®) ge
nau (n — k)? Multiplikationen kostet. Um sich davon an einem Beispiel zu
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iiberzeugen studieren wir den ersten Elliminationsschritt (2.2):

[ 10 --- 0 ] _Clu aip - aln-
—lpp 1 0 0 (o1 Qg -+ Qop
L(l)A(l) — —l31 0 1 0 a3y Az -+ A3p
: 0
_lnl O Tt O 1 anp1 Ap2 - Ann
ayr Qi vt Qi |
0 o al)
= 0 agfz) e agi)
0 0@ ... o |

Klar ist, dass die erste Spalte und die erste Zeile von A® nicht berechnet
werden miissen. Jeder andere Eintrag von A® ergibt sich aus der Formel

(2 _

aij ——li1a1j+(lij7 Vz,yzQ,,n—l

Um alle Koeffizienten zu berechnen, brauchen wir also (n—1)2-Multiplikationen.
Fiir Untermatrizen geht es analog.

Dazu kommen noch (n — k) Division um den k-ten Spaltenvektor [
([aﬁ)] / a,i’?) zu bestimmen. Insgesamt ergibt sich also ein Gesamtaufwand in
der LR-Zerlegung von

—_
—_

3

n—

(n—1)n2n—1) n n(n —1)

n—k+1)(n—Fk) = G 5

1

(]

(G +1)7=

= gn?’ + O(n?)

Multiplikationen und Divisionen.

Der Aufwand zur Berechnung der eigentlichen Losung ist gegeniiber dem
Aufwand der Berechnung der L R-Zerlegung vernachléssigbar: Dazu ist zunéchst
fiir jeden Eintrag von L, der von Null und Eins verschieden ist, eine Mul-
tiplikation erforderlich. Die gleiche Anzahl von Multiplikationen werden bei
der Riickwértssubstitution mit R gebraucht, zuziiglich n Divisionen durch
die Diagonalelemente. Insgesamt ergibt sich also ein Aufwand von Multipli-
kationen und Divisionen von

(n—1 (n—1
2 2

=
Il

—
I

(Vorwérts-) + + n(Riickwirtssubstitution) = n? —n + 1.
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Multiplikationen bzw. Divisionen. Wie immer wird der Aufwand der Addi-
tionen und Subtraktionen vernachléssigt.

Bewihrt hat sich der GauBalgorithmus mit partieller Pivotsuche, bei der
im ¢-ten Teilschritt das Element ag-? mit

o)

Ay

=t

gewahlt wird.
Werden vor dem i-ten Eliminationsschritt beispielsweise die ¢-te und die
j-te Zeile vertauscht, dann erhilt man folgenden Eliminationsschritt

A = LOp, A6 (2.5)
wobei -~ .
1
1
0 1
1
P, = (2.6)
1
1 0
1

— 1 -

Es gelten folgende Rechenregeln:
e P, ;A entspricht einer Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile von A.

e AP, ; entspricht einer Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte von A.

° Pﬁj =1.
Lemma 2.4. Sei k < i, P; wie in (2.6) und L™ =T — lyet (wie in (2.1)).

Dann ist P, ;L% = I:(k)Pm-, wobei L™ bis auf eine Vertauschung von ly, und
Lir, wieder die Form (2.1) hat.
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Beweis. Aus P?; = I folgt

P, L™ = P, ;LW P} = (P, ;LY P, )P,

7];

Wir zeigen, dass L®) := P,;L® P, ; die behauptete Gestalt hat. Dazu ver-
wenden wir, dass

£ = (PSLO)P,

Mit diesem Lemma zeigen wir Konvergenz des Gauf3-Algorithmus:
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Satz 2.5. Ist A reguldr, dann definiert der Gaup-Algorithmus mit partiel-
ler Pivotsuche eine Zerlequng der Matriz PA = LR, wobez R =AM eme
rechte obere Dreiecksmatriz ist, fir die gilt AUHD = L(Z POA®  ynd PO e
ne Permuationsmatriz ist. Die linke untere Dreiecksmatriz ergibt sich durch
Vertauschen geeigneter Elemente in den Spalten der Matrix L aus Lemma
2.1.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass der Gauf3-Eliminiationsalgorithmus mit
partieller Pivotsuche niemals zu einem Pivotelement 0 fiithrt. Dann ergibt
sich aus (2.5):
R =AM — [(n=1) p(n=1) g(n=1) _ [ (n=1) p(n=1) [ (n=2) p(n=2) [ (n=3) p(n=3) | 4
— [(n=1) [ (n=2) p(n=1) p(n=2) 1 (n=3) p(n=3) || 4
— [[(n=1) [ (n=2) [ (n=3) p(n—1) p(n=2) p(n=3) . A

Setzen wir L1 = L1 50 ergibt sich
R i, fOpn-) . ph g feD . fOpA

D.h., auch die Elemente von L unterscheiden sich von den Elementen von L
aus Lemma 2.1 lediglich durch Permutationen.

Zu klaren bleibt schliellich noch, dass alle Pivotelemente von Null ver-
schieden sind. Wére etwa das Pivotelement nach dem i-ten Teilschritt tatséchlich
Null, dann gilt aufgrund der Auswahlregel a( =0, Vj > 4. Und somit gilt

a’l,l DR a/l,’L ... DTN a17n
i
AW = 0 i1 -+ in
L 0 Apit+1 *°° Ann |

Die Determinante des rechten unteren quadratischen Blocks ist somit Null
und daher ist auch die Determinante von A® Null. Durch den Produktsatz
fiir Determinanten folgt daraus aber

0 = det(A®) = det(L-V P L LOPpW 4)

— (ﬁ det(LW) ﬁd ) det(A) .
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Da die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix das Produkt der Dia-
gonaleintriige ist, ist det(L")) = 1. Die Permutationsmatrizen PV erfiillen
det(PY)) = +1. Somit folgt aus obiger Gleichung, dass A singulir ist. Was
im Widerspruch zu unserer Annahme steht. O

Fiir strikt diagonaldominante Matrizen kann auf die partieller Pivotsuche
verzichtet werden, da ohnehin niemals Zeilen vertauscht werden.

Definition 2.6. Eine Matrix A heifit strikt diagonaldominant, falls

|aii|>Z|aij|, VZ:]_,,TL
JF
Satz 2.7. Ist A strikt diagonaldominant, dann wdhlt die Pivotsuche in jedem
Eliminiationsschritt das Diagonalelement az(»ii) als Pivotelement aus. Insbeson-
dere existiert also eine LR-Zerlegung von A und A ist nicht singuldr.

Mit der partieller Pivotsuche arbeitet der Gauf-Algorithmus in der Praxis
sehr zuverléssig, obwohl immer noch Beispiele konstruiert werden kénnen, bei
denen der Algorithm instabil wird.

In solchen Ausnahmefillen kann man die Totalpivotsuche verwenden. Da-
bei wihlt man vor dem ¢-ten Eliminiationsschritt aus dem gesamten rech-
ten unteren Matrixblock (also aus den Indizes (j,k) mit ¢ < j,k < n) das
51,)6 als Pivot-Element aus, das betragsméflig am grdfiten ist. Das
entsprechende Element (etwa agz,l) wird an die (4,4)-te Position gebracht, in-
dem wie zuvor die Zeilen j und ¢ und zusétzlich noch die Spalten £ und ¢
vertauscht werden. Letzteres wird formal dadurch beschrieben, dass A mit
einer Permutationsmatrix Q® von rechts multipliziert wird (Q® sieht wie
die Permutationsmatrix in (2.6) aus, wobei k die Rolle von j iibernimmt).

Entsprechend zu (2.5), ergibt dies die Matrixtransformation

Element a

A = 0 pl) g6 Q) |

und man erhélt schliellich die LR-Zerlegung der Matrix PAQ mit Q) =
QW ...Q"1),

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse iiber den Gauf3-Algorithmus in einer
Tabelle zusammen

Verfahren | Aufwand
ohne Pivotierung | in® + O(n?)
mit Partieller Pivotsuche | sn® + O(n?)
mit Totalpivotierung | zn® + O(>_7 %)
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2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Wir betrachten zunéchst eine Blockversion der LR-Zerlegung. Dazu partitio-
nieren wir eine gegebene Matrix A € K™*" in die Form

A= |: All A12

mit regulirem A;; € KP*P .
Ay Ay } & =

Dabel ist A5 € K:px(n—p)’ Ay € ]C(n—p)xp und Agy € K:(n—p)x(n—p)' Bei der
Block-LR-Zerlegung von A gehen wir analog zum vorigen Abschnitt vor und
faktorisieren

A: All A12 _ I 0 All A12
A21 A22 A21A1_11 I 0 S
mit
S - A22 - AQlAfllAlg . (27)

Definition 2.8. Die (n —p) x (n — p)-Matrix S aus (2.7) heiit Schurkom-
plement von A bzgl. Aq;.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b kann durch (Block)—
Vorwiérts— und Riickwértssubstitution erfolgen: Dazu werden die Vektoren x
und b € K" in ihren ersten p Komponenten z,b; € KP und die restlichen
Komponenten xg, po € K" 7P zerlegt, das heiffit wir betrachten das System

[ Ay A1§ ? } [ u } = [ Z; } (Vorwértssubstitution)

Y2
Ay Ap 1| [ wm ) ) -
[ 0 S } [ o } = [ " (Riickwértssubstitution)) .

Die Vorwértssubstitution ergibt also Hilfsvektoren

Y1 = bl )
Y2 = by — A21A1_11l71

aus denen dann durch anschlieBende Riicksubstitution das FErgebnis berech-
net wird:

Ty = Sy, = 5_1(52 — A21A1_1151) ;
T = Afll(bl — Algl'g) .

Letzteres ist allerdings nur moglich, wenn S regulér ist.
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Lemma 2.9. A sei hermitesch und positiv definit. Dann ist fiir jedes 1 <
p < n die Submatriz Ay1 hermitesch und sowohl Ay, wie S sind hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Wegen

A Ap " A Ay
[Am AQQ] [ATQ Asy

ergibt sich
All = Ail s AQQ = A;2 und A12 = A;l .

Folglich ist A;; hermitesch und fiir einen beliebigen Vektor x € K? gilt

z )" x z ] Anz *
< — —
wobei Gleichheit wegen der positiven Definitheit von A nur dann gelten kann,

wenn z = 0. Also ist A;; ebenfalls positiv definit und A;}' existiert. S ist
somit wohldefiniert mit

S* = Ab, — AL ATAY = Agy — Ay Al A =S .

Schliefllich definieren wir fiir einen beliebigen Vektor y € K"™P den zu-
gehorigen Vektor o = — A" Aoy € KP und erhalten

<2 4[3]
L Y ] Yy
B [z 1" [ Az + Ay
Ly ] _A215U+A22y]
- EaN — Ay + Ay }
Lyl | —Ap A Avgy + Agoy
__:c_* 0
1y _Sy}
=y Sy,

wobei wiederum Gleichheit nur fiir y = 0 gelten kann. Damit ist S auch
positiv definit. ]

Beim GauB-Algorithmus wird die Matrix A in das Produkt A = LR
einer linken unteren und einer rechten oberen Dreiecksmatrix zerlegt. Von
besonderem Interesse ist der Fall R = L*.
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Definition 2.10. Eine Zerlegung A = LL* mit unterer Dreiecksmatrix L
mit positiven Diagonaleintriigen heit Cholesky-Zerlegung von A. !

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-Zerlegung
gibt das folgende Resultat.

Proposition 2.11. Hat A eine Cholesky-Zerlegung, dann ist A hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Aus A = LL* folgt unmittelbar
A= (L")'L*=LL" = A;
Also ist A hermitesch. Ferner gilt
v*Axr = x*LL*r = (L*x)*L*z = |[L*z]|5 >0, x€K".

Dabei gilt Gleichheit genau fiir x = 0, da L positive Diagonaleintréage hat und
somit nicht singulér ist - dies folgt aus der Tatsache, dass die Determinante
einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemente ist. Folglich ist A
positiv definit. O

Tatséchlich ist diese Bedingung an A auch hinreichend.

Satz 2.12. Ist A hermitesch und positiv definit, dann existiert eine Cholesky-
Zerlegqung von A.

Beweis. Der Beweis wird induktiv iiber die Dimension der Matrix gefiihrt,
wobei fiir n = 1 die Matrix nur aus dem Element ay; besteht, das positiv
sein muss, da die Matrix A = a; positiv definit ist. Also kann man fiir n = 1
einfach L = [y/a1;] setzen.

Sei nun die Behauptung fiir alle Matrizen der Dimension n — 1 korrekt
und A eine beliebige n x n Matrix. Dann partitionieren wir

A= air Ap mit Ay € Kr=Dx=1) ynd A = A§1 .
Ag Ago

!Die Cholesky-Zerlegung soll eindeutig sein, was unter der Voraussetzung positiver
Diagonaleintrige garantiert werden kann.
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Nach Lemma 2.9 ist a;; positiv und das Schurkomplement S = Ay —
AgiArp/ay € KM=DX(=1 yon A bzgl. ap; ist hermitesch und positiv de-
finit; daher existiert l;; := /a;; > 0 und aufgrund der Induktionsannahme
hat S eine Cholesky-Zerlegung S = LgL§. Wir setzen

lll 0 * lll A12/lll :|
L — L =
[ Agi/lin Ls } ’ [ 0 Lg 7

und dann folgt

LL* — |: lll 0 :| |:l11 Alg/ln :| _ |: l%l A12 :|
Agl/lll LS 0 L*S A21 B '

mit

1 1
B = ZTA21A12 + Ll = —AnAp+S=A4s.
11 a1
Also ist 4
ai 12
{ Ay Ag ]
eine Cholesky-Zerlegung von A. [

Die Berechnung der Eintrége von L erfolgt sukzessive durch zeilenweise
Koeffizientenvergleich bei dem Produkt A = LL*,

aiy a2 Q1 3% -0 lin ln 0 I
Qao1 A92 . Aon — l21 122 c l22 : lng
an1  QAp2 : QAnn lnl ln2 lnn 0 lnn

Auf diese Weise ergeben sich die Eintridge von L in der folgenden Weise:

ail = |111|2 L = Vv a11

g1 = lQlE Iy = azl/E
ag = |lo1* + |loa|? lay = \/ags — |la1]?
=
az;y = l31£ e l31 = QBI/H __
32 — lgllgl + 132l22 l32 = (CL32 - l3ll21>/l22

assz = |l31’2 + |l32|2 + ’l33|2 133 = \/CL33 — |l?,1|2 + |l32|2
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Die Losbarkeit dieser (nichtlinearen) Gleichungen ist durch den Existenzbe-
weis (Satz 2.12) gewihrleistet, das heifit alle Quadratwurzeln existieren und
die resultierenden Diagonalelemente [; von L sind ungleich Null. Aus dem
Algorithmus lésst sich nun sofort folgendes Resultat ableiten

Korollar 2.13. Die Cholesky-Zerlegung einer hermiteschen positiv definiten
Matriz A ist eindeutig bestimmdt.

Wie man aus dem Algorithmus sofort sieht, ist der Aufwand zur Berech-
nung von /;; (mit ¢ > j) maximal j Multiplikationen, Divisionen und Wurzeln
(der Aufwand zur Berechnung der Additionen wird wieder vernachléssigt).
Demnach ergibt sich ein Gesamtaufwand bei der Berechnung der Cholesky-
Zerlegung von

Z(n—i-l—j)j: n(n;—l) _n(n+1)6(2n+1) :én3+(’)(n2).

J=1

Die Cholesky-Zerlegung kann genauso eingesetzt werden, wie die L R-Zerlegung.
Sie hat den Vorteil, dass sie etwa nur halb so viel kostet.

2.3 Die QQR-Zerlegung

Bisher haben wir uns nur mit der Zerlegung von quadratischen Matrizen
beschéiftigt. Es gibt aber viele Anwendungen - auf die wir spiter noch zuriickkommen
werden — die eine Zerlegung von rechteckigen Matrizen erfordern. Ein solcher
Algorithmus ist die @ R-Zerlegung, mit dem wir uns im folgenden beschéftigen
werden. Dazu brauchen wir einige Hilfsmittel.

Definition 2.14. Sei v € K"\{0}: Dann heifit die Matrix

2
P:I—TUU*GKTXT
Vv

Householder-Transformation.

Lemma 2.15. Die Householder-Transformation P ist eine hermitesche, unitdre
Matriz mat
Pv=—v und Pw=w, Yw € [v]* .
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Beweis. Aus der Definition von P folgt

2 2 - x

Also ist P hermitesch. Auflerdem ist P unitér, denn

. 4
VU +

* 4 *
- (v*v)2 vt + —ovt =1

v*U v*U

PP=pP*=1]-

v(v o)t =1 —

Schliefllich ergibt sich fiir den Vektor v aus der Definition von P und fiir
beliebiges wlv (das heifit v*w = 0)

2
Pv=1v— —u(v'v)=v—2v=—v,
v*v

2
Pw=TITw——vww) =w—-0=w.
v*v

]

Wir konstruieren zunéchst eine Householder-Matrix P, die einen beliebi-
gen Vektor z € K"\{0} auf ein Vielfaches von e; € K" transformiert. Das
heiflt, wir wollen einen Vektor v € K"\{0} finden, sodass gilt

2
Pr=2— " o'z) = ) 2.8
T =1 U*U’U(v z) = (e (2.8)
Aus (2.8) folgt
2 *
x— (e = U—:sv : (2.9)
]l

Das heifit, dass v proportional zu x — (e ist. Tatséchlich erfiillt jedes v =
Az —Cer), A # 0 die Gleichung (2.8), wenn z —(e; die Gleichung (2.8) erfiillt.
Setzt man v = A(z — Cey) in (2.9) ein, so erhélt man

__2]llly — 26w
- Cel - D) 5
]y = 2¢w1 +¢

(‘CE - Cel) )
Und das impliziert
<l = llzll - (2.10)
Folgende Wahl on (¢, A) ist iiblich, aber jede andere funktioniert genau

S0,
e
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Mit dieser Wahl gilt:

x/||x||2 + e fir z, =0,
v= ”leQ (:c + 11‘13”261) fiir 21 # 0

und Px = (e;.

Satz 2.16. Sei A € K™ ™ mit m > n und Rang(A) = n. Dann existiert eine
unitire Matriz (Q € K™*™ und einer obere Dreiecksmatriz R € K™*™ mit

™1 - Tin
A= QR = Q
0 Ton
0 --- 0
Dabei sind ryq, -+, rpp jeweils von Null verschieden.

Beweis. Wir bestimmen die gesuchte Zerlegung, indem wir in jedem Schritt
eine Householder-Transformation von links an A heranmultiplizieren, um
sukzessive die Spalten 1 bis n von R zu erhalten. Dies ergibt dann die Dar-

stellung
P™...pUA=R (2.11)

mit Householder-Transformationen P, und daraus folgt dann die QQ R-Faktorisierung
A=QRmit Q = pV*... pm* = p... pn)

Im ersten Schritt setzen wir A = A und fiir z die erste Spalte a; von AM
und bestimmen die Householder-Transformation P € K™™ gemsfl (2.9).
Es folgt

P(l)al =Tnér, 7= i||a1]|2 7é 0,

beziehungsweise
Wy [l ox it A®@ ¢ gelm=1x(n-1)
Nehmen wir an, dass wir nach 4 Schritten Householder-Matrizen PV ...  P®)
konstruiert haben mit
i oo Ty
: . : i)
pi ... p 4 — . 1RO (2.12)
0 T
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wobei RO’ ¢ K*(=1) ynd A+ ¢ [Clm—ix(n—i),

Im néchsten Schritt kénnen wir daher fiir z € K™ ¢ die erste Spalte
ai11 von AUTD wihlen und konstruieren die Householder-Matrix PO+’ ¢
JCm=0x(m=i) {iber einen Vektor v/ € K™ gemif (2.9). Auf diese Weise
ergibt sich

(4+1)r gG+1) _ | Titlit1 \ * * *
P A - { 0 ‘ A(i+2)

mit Tit1,i+1 = i”alHHg 7& 0. Somit fOlgt mit

0| pU+yy
[ v 1 T |
S R
pr) p() .. p) 4 — 0 o
0O --- 0 Ti+1,i+1‘* * ok
0 - 0 0 | AU
Man beachte, dass sich in jedem Schritt die ersten i Zeilen nicht verdndern.

O

Der Beweis ist konstruktiv und ein Algorithmus kann wie im Beweis im-
plementiert werden.
Der Gesamtaufwand der QR Zerlegung ist

1
mn? — §n3 + O(mn) .

Bemerkung 2.17. Vergleich der Aufwéinde bei quadratischen Matrizen:

QR [ 2n 4+ O (n?)
LR %n?’ + O (n?)
Cholesky | zn® + O (n?)

6
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Kapitel 3

Iterationsverfahren

Wenn die Matrizen sehr grofl sind, verbieten sich Eliminationsverfahren we-
gen ihres hohen Aufwands. Zudem sind die grofien, in der Praxis auftre-
tenden Systeme meist diinn besetzt, d.h. nur wenige (etwa 10 Eintrage pro
Zeile) sind ungleich Null. Typische Beispiele sind Steifigkeitsmatrizen, die
bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen auftreten. Obwohl die
Matrix eines solchen Problems wegen der Diinnbesetztheit noch gut in den
Speicher passen mag, trifft dies fiir die Faktorisierung L und R nicht mehr
zu. In solchen Féllen behilft man sich gerne mit Iterationsverfahren, die das
Gleichungssystem zwar nicht exakt, aber hinreichend genau l6sen.

Bevor wir konkrete Verfahren vorstellen, wiederholen wir ein fundamen-
tales Resultat aus der Analysis, den Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 3.1. Sei @ : K — K eine (nichlineare) bzgl. || - || kontrahierende Selbst-
abbildung einer abgeschlossenen Teilmenge IC C K™, d.h.,

|P(x) — P(y)|| < qllz — vyl fir ein ¢ <1 und alle z,y € KC .
Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine Liosung & € K, und

die Iterationsfolge {x®} mit 2(© € KC beliebig, 2*+Y = d(z®) fir k =
0,1,2,---, konvergiert gegen T fiir k — oo. Dariiberhinaus ist fiir k > 1

1. ||lz®) — 2| < q||la®*=Y — &|| (Monotonie);
2. |a® — 3| < %Hx(l) — 2O (a-priori Schranke);

3. ||la® — 3| < %}Hx(k) — 2 V|| (a-posteriori Schranke);

35
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Bewezs. 1. Wir wihlen einen beliebigen Startwert z(® € K und betrach-
ten die durch 1) = ®(x®)) k = 0,1,2,---, definierte Iterations-
reihenfolge. Aufgrund der Kontraktionseigenschaft von & gilt fiir ein
beliebiges k£ € N, dass

lz®+D — 2@ = [[@(2W) — @@ V)| < g™ —2*V L (3.1)
Damit ergibt sich induktiv
lz®*Y — 2@ < ¢*lla™) — 2|, keN. (3.2)

Wir zeigen nun, dass die Folge %) eine Cauchy-Folge ist. Dazu wihlen
wir m,l € N mit [ > m und erhalten aus (3.2)

|20 — 2™ < ||a®@ — 2| + |a@Y — 2ED) 4
+ [l — 2]

<@ g )2t — 2O (3.3)
1

<m
4T

||I(1) _ x(O)H )

Da ¢™ fiir m — oo gegen Null konvergiert, wird der letzte Ausdruck
mit hinreichend groflem m kleiner als jede positive Zahl €. Daher ist
{z™} eine Cauchy-Folge mit Grenzwert 2. Da alle Iterierten wegen der
Selbstabbildungseigenschaft in der abgeschlossenen Menge K bleiben,
gehort auch x zu K.

2. Als néchstes wird gezeigt, dass x ein Fixpunkt von & ist. Dazu beachte
man zunéchst, dass ® (Lipschitz)-stetig ist. Folglich kann man in der
Rekursion 2*+1) = &(z(®) den Iterationsindex k gegen oo gehen lassen
und wahrend die linke Seite gegen x konvergiert, konvergiert die rechte
Seite wegen der Stetigkeit von ® gegen ®(z). Also ist © = ®(z), bzw.
x ist ein Fixpunkt von ®. Damit ist die Existenz eines Fixpunktes
nachgewiesen.

3. Die Eindeutigkeit folgt aus der Kontraktionseigenschaft: Angenommen
Z und x seien zwei Fixpunkte von ® in IC; dann folgt

[ = 2| = [[®(z) = 2(2)|| < qllz =2,

und dies kann wegen der Voraussetzung ¢ < 1 nur gelten, wenn ||z —
z|]| = 0, also x = & ist. Mit anderen Worten: ® hat in K nur einen
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Fixpunkt & und die Iterationsreihenfolge {z®)} konvergiert fiir jedes
20 gegen .

4. Es verbleibt der Nachweis der drei Fehlerabschétzungen. Die erste Un-
gleichung folgt wie vorher die Eindeutigkeit:

l2® — || = @(a*Y) - o(@)]| < qlla*V — 2] .

Die zweite Ungleichung folgt aus (3.3): Demnach ist fir m > k

Iz — 2@ < ¢ ——||2® — 2@,

l—q
und die Behauptung ergibt sich durch Grenziibergang m — co. Zum
Beweis der dritten Ungleichung schétzen wir die linke Seite von (3.1)

mit der Dreiecksungleichung ab und erhalten zusammen mit ¢ < 1

2+ =@ > 2 - 3 - ) — 4|

) — ] — qle® — &
(1 - g)lls® — 3

IV v

Eingesetzt in (3.1) folgt daraus die Behauptung des Satzes.
[

Der Banachsche Fixpunktsatz lasst sich nun wie folgt zur Konstruktion
konvergenter Iterationsverfahren zur Losung nichtsingulédrer linearer Glei-
chungssysteme Ax = b mit A € K" und b € K" verwenden: Man wahlt
eine additive Zerlegung von A,

A=M-N,

wobei M invertierbar sein soll und bringt die Gleichung Ax = b auf Fiz-
punktgestalt
Mz =Nz +bbzw. x =Tx +c (3.4)

mit 7' = M~'N und ¢ = M~1b; die rechte Seite Tx + ¢ entspricht also der
(hier affin linearen) Funktion ®(x) aus Satz 3.1.

Algorithmus 3.2. (Allgemeines Iterationsprinzip fir lineare Gleichungssy-
steme)

e Wihle A= M—N mit invertierbarem M und (¥ € K" beliebig
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e for k=1,--- 106se

Mz® = Nz®E=D 4 p (3.5)

Es ist offensichtlich, dass ein solches Verfahren nur dann sinnvoll ist, wenn
Gleichungssysteme mit der Matrix M erheblich einfacher zu l6sen sind als
Gleichungssysteme mit A, und wenn die Matrix-Vektor-Multiplikation mit N
billig ist (etwa, wenn N diinnbesetzt ist). Zur Konvergenz dieses Verfahrens
gibt der Banachsche Fixpunktsatz die folgende Auskunft:

Satz 3.3. Ist ||-||,, eine Matriznorm, die mit der Vektornorm ||-|| vertrdglich
1st, und ist
|MEN ], <1

) gegen A~'b.

dann konvergiert das Iterationsverfahren (3.5) fir jedes z(
Beweis. Wir setzen ®(z) = Tx + c mit T = M'N und ¢ = M~'b. Aus
(3.4) ist offensichtlich, dass alle Losungen von Az = b auch Fixpunkte der
Fixpunktgleichung z = ®(z) sind und umgekehrt. K = K" ist abgeschlossen
und wegen der Linearitédt von T folgt

18(z) = @(2)[| = [|T(z = 2)I| <[ Tlps 1z = =l

und damit ist auch die zweite Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes
mit ¢ = [|[M~N]||,, erfiillt. Also konvergiert die Folge {z*)} aus (3.5) gegen
den eindeutigen Fixpunkt & = T'% + ¢, also die eindeutige Losung & = A~
des linearen Gleichungssystems. ]

Um die folgenden Konvergenzresultat zu zeigen brauchen wir einige Fi-
genschaften des Spektralradius einer Matrix.

Lemma 3.4. Sei ||| eine Vektornorm und |||-||| die induzierte Norm. Weiters
sei S € K™ eine requldre Matriz. Dann wird durch ||z|| ¢ = ||Sz|| eine Norm
auf K" definiert. Dartiberhinaus ist die von ||-||g induzierte Norm gegeben
durch

1Allls = [[|SAS~H|| -

Beweis. Einfaches nachrechnen. OJ
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Lemma 3.5. Sei A € K" und

J1 0
=J=V1AV
0 Ji
maut
A1 0
J;j = A , Vi=1,...,k
1
0 Aj
die Jordansche Normalform.
Weiters sei S = D=V =1 mit
€ 0
2
D = ) mit0<e<l.
0 e"
Dann gilt
I Allls < p(A) +¢,
wobei |||-|||g die durch ||-||,, und S induzierte Norm ist. !

Beweis. Fiir den Beweis schreiben wir die Eigenwerte ();)1<j<x mit deren
Vielfachheit und bezeichnen diese mit (1;)1<i<,und schreiben

pr o1 0
J1 0
0 ws 1(0
I _ 1t .( )
0 Ty 0 "

In obiger Identitét bedeutet 1(0), dass das Matrixelement entweder den Wert
1 oder 0 annimmt.

"Beachte, dass |||, , durch |- induziert wird. Damit ist ||| Al|| = HSAS_1HOO L
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Damit gilt
SAS™'=D'V'AVD
=D 'JD
[ ! 0 w1 0 5 0
g2 0 ps 1(0) g2
| 0 e ™" 0 L 0 g"
—/h € 0
_ M2 8(0) 0
€
| 0 pn

This shows that
|sAS Hoo’l < max (|| +¢) f??é(w +e)=p(A)+e.

~ 1<i<m
O]

Korollar 3.6. Sei A = M — N invertierbar und T = M~ N. Dann konver-
giert das Iterationsverfahren (3.5) genau dann fiir jedes %) gegen & = A™'b,
wenn p(T) < 1 erfillt ist.

Beweis. Da auf K" alle Normen #quivalent sind, reicht es zu zeigen, dass
(3.5) bzgl. |||l fiir jedes 2(® konvergiert, wenn p(T') < 1 gilt. Die durch |||,
induzierte Matrixnorm ist ||-||_; (vgl. Beispiel 1.5). Damit existiert wegen
Lemma 3.5 eine Vektornorm || - ||. und eine dadurch induzierte Matrixnorm
-1l mit

T, < p(T) +¢.

Somit, falls p(T") < 11ist, dann gilt fiir hinreichend kleines ¢, ¢ := [||T||. <
p(T) + e < 1. Damit ergibt sich eine Beweisrichtung aus Satz 3.3.

Ist umgekehrt p(7T') > 1, dann existiert ein Eigenwert A von T' mit [\| > 1
und zugehorigem Eigenvektor z # 0. Wihlt man 2(©) = A~'b+ 2z, dann ergibt
sich

e® — g =T2x% Y 4 -3
= MY (Nz* Y 4 b — M)
= M~ YNz*Y — Nz)

=T (D — ).
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Daraus folgt mit Induktion

g®) — 3 =TF® — &) =Tk = N2 . (3.6)
Folglich ist [|2*) — 2| = |A\|*||z|| > ||z|| und #*) konvergiert fiir & — oo nicht
gegen A~1D. O

Dem Spektralradius von 7" kommt also bei der Iteration (3.5) eine beson-
dere Bedeutung zu. Gemafl Korollar 3.6 entscheidet der Spektralradius {iber
Konvergenz und Divergenz der Iterationsfolge. Im folgenden studieren wir
zwei spezielle Iterationsverfahren, die von groflier Bedeutung bei der Losung
von linearen Gleichungssystemen sind:

3.1 Einzel- und Gesamtschrittverfahren

Das einfachste Beispiel eines Iterationsverfahrens zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Az = b mit A = [a;];; € K™ und b = [b;]; € K"
ist das Gesamtschrittverfahren (oder Jacobi-Verfahren). Bezeichnen wir
mit 2*) = [x§k)]j € K" die Iterierten dieses Verfahrens, dann lautet die
[terationsvorschrift wie folgt:

Algorithmus 3.7. (Gesamtschrittverfahren)
wahle (¥ € K" beliebig.

for k=0,1,---

o for 1=1,---,n

(k1) _ 1 (k)
JF#i
end for

until stop

Offensichtlich muss fiir die Durchfithrbarkeit dieser Iterationsvorschrift
ai; #0,1=1,--- ,n vorausgesetzt werden.

Die Frage nach der Konvergenz werden wir auf Satz 3.3 zuriickfiihren.
Dazu zerlegen wir

A=D—-L—-R
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in eine Diagonal- und eine strikte linke untere und eine strikte rechte obere
Dreiecksmatrix. Dann kénnen die n Gleichungen (3.7), i = 1,--- ,n, als eine
Vektorgleichung

g* ) = DYb+ (L + R)z™) (3.8)
geschrieben werden. Somit entspricht das Gesamtschrittverfahren der Fix-
punktiteration (3.5) mit M = D und N = L + R. Die entsprechende Iterati-
onsmatrix

J=M"'N=D"YL+R)

wird Gesamtschrittoperator genannt.
Beim Einzelschritt- oder Gauf-Seidel- Verfahren setzt man in (3.7) alle
bereits berechneten Komponenenten von z*+1) auf der rechten Seite ein:

Algorithmus 3.8. (Einzelschrittverfahren) Wahle () € K beliebig.
for k=0,1,---

e for 1=1,---,n
k1) 1L (k+1) (k)
X; = a—u (bl — Zaijxj - Zaijxj ) (39)
1<t 7>
end for
until stop

Der Aufwand ist somit der gleiche wie beim Gesamtschrittverfahren. Ent-
sprechend zu (3.8) erhélt man die Matrixformulierung des Einzelschrittver-
fahren, indem man alle Komponenten von z*+) in (3.9) auf die linke Seite
bringt. Dann folgt:

aiixgkﬂ) + Z aij.l’;-kJrl) = bz — Z aijxg-k) 1= 1, LR I/
j<i j>i
Insbesondere ergibt sich *+1) durch Auflésen des Dreieckssystems

(D — L)z*™*Y = b4 Rze® (3.10)

Wiederum haben wir eine Fixpunktiteration der Form (3.5), diesmal mit
M =D-Lund N = R. L = (D - L)'R wird Einzelschrittoperator
genannt.

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konnen folgende Aussagen
iitber Konvergenz von Einzel-und Gesamtschrittverfahren bewiesen werden.
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Satz 3.9. Ist A strikt diagonaldominant, dann konvergiert Gesamt- und Ein-

zelschrittverfahren fir jeden Startvektor x°) gegen die eindeutige Lisung von
Ax =b.

Beweis. Wir wenden den Satz 3.3 an.
Zunachst betrachten wir das Gesamtschrittverfahren. Aus der strikten
Diagonaldominanz von A folgt, dass

_ 1
[T oot = [DTHL + R)[loon = nax ] E la;j| =1q<1.
i

Das bedeutet, die Voraussetzung von Satz 3.3 (Banachscher Fixpunktsatz)
erfiillt sind, und man erhilt Konvergenz des Gesamtschrittverfahren fiir die
||| .o-Norm.

Beim Einzelschrittverfahren verwenden wir, dass die Zeilensummennorm
und miissen nun nachweisen, | - ||s,1 durch [-||  induziert wird:

[£]locs = e Lol <1

|z]loo=
Sei also |||l = 1 und ¢ wie zuvor definiert. Setzt man y := Lz, dann

ergeben sich entsprechend zu (3.9) mit b := 0, 2® := z und y := 2*+1 die
Komponenten 1; von y:

Yi = a/im (- Zaijyj — Zaijxj> . (311)

j<i i<j
Wir zeigen nun induktiv, dass |y;| < ¢ < 1 fiir alle j < i gilt.

Fir: =1 gilt

|yl| =

1
< IleloomZ laij] <q <1.

j>i

1
— a/i.x.

Im Induktionsschritt ¢ — 1 — ¢ schitzen wir in (3.11) |y;| mit der Dreiecks-
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ungleichung wie folgt ab:

1
lyil < o] (Z\az’ijﬂ +Z|az‘jH%’\>

1<t 7>

< o (et St

1<t 71>

< (Z\aw\ +Z\au|>

1<t 7>1

Fiir ¢ = n ergibt die Induktionsaussage schliefllich ||y||.c < ¢, und somit
[£loo1 < g

Beispiel 3.10. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 0 1 1
A=|1 -4 1|, b= 4
0 -1 2 ~1

Die Losung lautet z* = [1,—1, —1].

A ist strikt diagonaldominant: Der Faktor g aus dem Beweis von Satz 3.9
ist ¢ = 1/2. Fiir den Startvektor (@ = [1,1,1]* ist [|2(® — & = 2 und es
ergibt sich

e bei dem Gesamtschrittverfahren x( ) = = (0,—1/2,0)" mit Fehler

1 ~
|25 — 2l = 1;

e bei dem Einzelschrittverfahren z\) = (0, —3/4, —7/8)* mit Fehler
oy = oo = 1.

Beziiglich der Maximumnorm wird der Fehler also tatséchlich in beiden
Féllen genau um den Faktor 2 reduziert.
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3.2 Das Verfahren der konjugierten Gradien-
ten

Das vermutlich effizienteste Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen Ax = b, deren Koeffizientenmatrix A € R™ " symmetrisch und
positiv definit ist, ist das Verfahren der konjugierten Gradienten.

Das besagte Verfahren ldsst sich nicht in das allgemeine Schema einer
Fixpunktiteration einordnen, und braucht deshalb eine andere Konvergenz-
analyse.

Sei .
P(x) = §ZBtAZU —2'h:R" > R.

Setzen wir & = A~'b, dann ergibt eine einfache Rechnung, dass

1 1
O(x) — ®(z) = éxtAx —2'b— §£tA£ + b
1
= i(m — &) Az — &) + = (' AT + ' Az) — 2" Az — 2'b + 2D
1
= §(x — ) Alx — 2)

Da A positiv definit ist, ist der letzte Ausdruck nichtnegativ und genau dann
Null, wenn x = 7 ist. Mit anderen Worten: Das Funktional ® hat ein eindeu-
tiges Minimum an der Stelle x = 7.

Definition 3.11. Ist A symmetrisch und positiv definit, dann definiert
(z,y), = 2'Ay, Vz,yeR" |z||a := VatAx, VreR",
ein Salarprodukt und eine Norm in R", die so genannte Energienorm.

Mit dieser Bezeichnung gilt somit

B(z) — O(3) = = (1 — 2)' Al — &) = %ux—f;ni. (3.12)

Geometrisch ist die Funktion x — ®(x) — ®(z) ein Paraboloid mit Nullstelle
T.

Wir konstruieren nun ein Verfahren zur Approximation von z, welches
das Funktional ® sukzessive minimiert. Ist z*) die aktuelle Iterierte, dann

wird die nachste Iterierte durch

g ® ) = g ®) o qg®) (3.13)
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bestimmt, wobei eine geeignete Suchrichtung d® # 0 gewihlt wird.
Bei vorgegebenem d®) bestimmen wir den Wert «, fiir den die Funktion

1
a — F(a) = ®(2W4+ad®) = q)(x(k))+ad(k)tAx(k)+§a2d(k)tAd(k)—ad(k)tb,

(3.14)
minimal wird. Aus der Optimmalititsbedingung F’(a®) = 0 folgt dann

o (b= Az®)a®  pbg® 5.15)
T T WAk Rt AgR :

Dabei ist der Nenner ungleich Null, da. A positiv definit ist und d*®) # 0
vorausgesetzt wurde.
Bei dem Verfahren der konjugierten Gradienten macht man den Ansatz

A0 — D) 4 g ) i (d(k+1),d(k)>A —0. (3.16)

Die Bedingung (d**V), d®) =0 bedeutet, dass die beiden Suchrichtungen
d*+D und d® zueinander orthogonal (bzgl. des inneren Produktes < -, - >4)
stehen, was den Namen Verfahren der konjugierten Richtungen (oder CG-
Verfahren - conjugate gradient method) motiviert.

Aus (3.16) folgt
0 = dFDE AR — D g gh) | 30 gt g gk)

und somit
(1) 4 g0k)

(k) - 2%
g = d®)t A k)

Das Verfahren (3.15) mit (3.17) nur dann wohldefiniert, wenn d*+1) ungleich
Null ist.

Wir iiberlegen uns nun, dass fiir alle Iterierten £ # &, d® # 0. Um dies
zu zeigen, weisen wir einige Figenschaften des Verfahrens der konjugierten
Gradienten nach.

(3.17)

Lemma 3.12. Sei 20 ein beliebiger Startvektor und d© = r© . Falls ¥ £
Z st fir k=0,...,m, dann gilt

1.
rmtdi) =0, Y0O<j<m, (3.18)
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rmt0) =0, Y0O<j<m, (3.19)

(d™,d9y =0, YO<j<m. (3.20)
Beweis. Da Az*+tD) = Az®) 4 o) Ad®) ist, folgt

rt) = — Ag®H) = — Az® — oW Ag®) = B — B Aq®)  vE> 0.
(3.21)
Daher bewirkt die Wahl von a*) aus (3.15), dass fiir 2*) # &

P () o9 Ay — 0910 _ q®)g 4g0) — (| (3.9
Nun fithren wir einen Induktionsbeweis:
m = 1: Fiir k¥ = 0 folgt aus (3.22) rMd® = 0 und somit ergibt das die

Behauptung (3.18) fiir m =1 und j = 0.

Da r(® = d© folgt aus Behauptung (3.18) sofort auch Behauptung
(3.19) fir m =1 und j = 0.

Wegen der Definition des Verfahrens gilt auch der dritte Teil:

<d(1), d(0)>A =0.

m — m + 1: Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass alle drei Aussagen
fiir ein m erfiillt sind, und dass 2™ £ 7 gilt:

e Zunichst folgt aus (3.22) rm+Diqim) = (.

Aus (3.21) folgt zusammen mit den beiden Induktionsannahmen
(3.18) und (3.20), dass

P EDD) = G 4 () (@) gD =00, VO <j<m.

Folglich gilt der erste Teil der Behauptung auch fiir m + 1.

e Wegen (3.16) ist ) = W) — gU=1gU=Y 1 < j < m, und r© =
d®. Damit gilt wegen des ersten Teils des schon Bewiesenen

PmEDEG) () g) _ g6 pmi DG — g Y1 < j<m.
—— S———

=0 =0

(3.23)
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e Zum Beweis des dritten Teils der Behauptung: <d(m+1), d(m)> =0

A
folgt unmittelbar aus der Definition des Verfahrens.

Aus der Induktionsannahme und (3.16) folgt, dass

<d(m+1)7 d(j)>A — <T(m+l)7 d(j)>A + g™ <d(m), d(j)>A
= rmTIAGU) W0 < j<m .

Daraus folgt nun: Ersetzt man nun AdY) gemi$ (3.21) und (3.16),
dann ergibt sich

j m+1 j
o) <d( + )7d(J)>A
—dm+t ) AqW)
——
— (D) —p(5))
::T(m+1)t(r(j+1) _ T(j)z_{_ﬁ(m)a(j) <d(m), d(j)>A VO<ji<m.
——

~~

=0(3.23) =(3.20)0

Wenn wir noch zeigen, dass a) # 0 fiir 0 < j < m, dann ist die
Behauptung vollstéindig bewiesen.

Nehmen wir an, es gelte a¥) = 0 fiir ein j mit 0 < j < m: Wegen
(3.15) bedeutet dies

0 = pWtgl)
_ @) 4 gUD g6
— pOtG) 4 gD ) gG)

= ||7'(j)||§ Vo< j<m.
(3.23)

Fiir j = 0 gilt per Definition des CG-Verfahrens

0= r01tq0) — ”7“(0)\@ .

Da zU) # &, muss auch || ||, # 0 fiir alle 0 < j < m gelten. Also
erhalten wir einen Widerspruch zur Annahme o¥) = 0. Somit ist
(dmHD) d@)) =0 fiir alle 0 < j < m+ 1.

]
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Geméaf Lemma 3.12, Behauptung (3.20) sind alle Suchrichtungen paarwei-
se A-konjugiert. Geméf Lemma 3.12, Behauptung (3.19) sind alle Residuen
linear unabhéngig. Daher ergibt sich nach spétestens n = dim(A) Schritten
r™ =0, also & = (™.

Korollar 3.13. Nach spitestens n = dim(A) Schritten findet das CG-Verfahren
die exakte Losung .

In der Praxis ist diese Ergebnis nicht von allzu grofier Bedeutung, da
das CG-Verfahren in erster Linie eingesetzt wird und wesentlich weniger als
n-Iterationsschritte bendtigt.

Das CG-Verfahren hat Optimalitdtseigenschaften, die wir im folgenden
Satz zusammenfassen:

Satz 3.14. Sei k = 1,2,--- fix. Dariberhinaus sei d© = r© uynd ) £ 2
die k-te Iterierte des CG-Verfahrens. Dann liegt %) in dem Raum

Unter allen Elementen x dieser Menge minimiert %) die Zielfunktion ®.
Der Raum

(A, r0) = [FO, 4O ... AG=1,0)]
wird Krylov-Raum der Dimension k von A beziiglich ©) genannt.
Beweis. Wir beweisen zunéchst induktiv (nach j), dass
4 e [T(O)’... 7,4(’6*1)] . j=0,---,k—1. (3.25)
e Fiir j = 0 ist d® = und damit gilt der Induktionsanfang.
e Fiir j=1,...,k— 1 gelte die Induktionsvoraussetzung;:
d®) e [T(O)y... 77»(’%1)} . s=0,---,j—1.

Wir zeigen, dass d¥) € [r© ... r*=D] gilt. Aus (3.16) folgt, dass
4 = 10) 4 g g6

dV) e [r(j),d(j_l)] C [r(j),r(o),--- ’r(k—l)] _ [T(O)’... ’r(k—l)] '
und somit gilt zusammenfassend

[d®, .. d+D] C [rO,... D]
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Solange x¥) #£ & ist, folgt aus Lemma 3.12, dass jede der beiden Mengen
{d(j)}f;é und {r® ?;é aus linear unabhéngigen Vektoren besteht. Demnach
ist

[d(o), e 7d(k—l)} - [T(O)7 . ’r(k—l)] ) (3.26)
Nun beweisen wir (3.24): Aus (3.13) folgt
k—1
i = 20 13000 € O 4 [fO ... p#D]
=0

Damit haben wir die erste Inklusion in (3.24) gezeigt. Jetzt zeigen wir induk-
tiv, dass

r0 e [rO o AR O] =0, k-1 (3.27)
e Esgilt r® € [r@ ... AF1rO] weshalb die Induktionsvoraussetzung
gilt.
e Fiir j =1,...,k — 1 gelte die Induktionsvoraussetzung fiir 7 — 1:

r) e [T(O)’... 7Ak—17~(0)] . s=0,---,j—1.
Wir zeigen, dass r) € [0, ... AF1p0)] gilt.
Da j—1 < k — 2 gilt, folgt aus (3.25)
Q90 € [0 ... p*-D]
Somit folgt aus der Induktionsannnahme die Beziehung
40 € [FO . 6] C [0 A2

Wiederum, unter Verwendung von j — 1 < k — 2, folgt aus (3.27) und
(3.21) die Inklusion

r@) = P10 4 qU-D 4401 ¢ [T(O)’ .. ’Ak—lr(o)} '
Demnach ist

[FO D] C [0 4 AR 0)

Da 7@ ... (=1 linear unabhéingig sind, hat die rechte Seite maxi-
male Dimension k. Also stimmen die beiden Mengen iiberein. Damit
gilt (3.24).
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Zum Beweis der Minimialeigenschaft: Aus Korollar 3.13 folgt schlieflich
die Existenz eines Iterationsindex m < n (m muss nicht unbedingt mit n
iibereinstimmen), so dass

m—1
§ =M = 20 4 Z o gl
=0
Folglich ist
m—1
a2 _ N 40 )
i=k
Fiir ein beliebiges Element z von z(© + [r(©) Ar©) ... A*=D7O] gilt wegen
(3.26)
k-1
pox=2-a® 4> 5d9
=0

mit geeigneten J; € R.
Da die Suchrichtungen nach Lemma 3.12 A-konjugiert sind, folgt daher
aus dem Satz von Pythagoras

1 1
O(z) — d(2) = (§xtA:v - {Etb) - <§i"tAi — i"tb>

1 .
= §||9U - 1’||i
E—1 2
1 R 1
= S le® — 2+ 5 |1 85
Jj=0 A
= 2
= o(z®) — (2) + 3 > 5,9
Jj=0 A

Demnach ist ®(z) > ®(z®) mit Gleichheit genau dann wenn = = z¥). Also
is 2 das minimierende Element auf dem Krylov-Raum. ]

Fiir die Implementierung des CG-Verfahrens in der Praxis verwendet man
nicht die Gleichungen (3.15) und (3.17) fiir o*) und 3%®, sondern die folgen-
den Darstellungen (3.28) und (3.29).



52 KAPITEL 3. ITERATIONSVERFAHREN

Zur Herleitung dieser Formeln verwenden wir, dass aufgrund von Lemma
3.12 und (3.16) gilt:

P01 gE) — (Rt (8) | gh=1) (Rt k=1) — ()t (k)

In (3.15) eingesetzt, ergibt sich

(k)12
(k) _ ™13
o™ = S (3.28)
Aus (3.21), (3.28) und Lemma 3.12 folgt
PEDE 40 _L(T(kﬁ-l)tr(kﬂ-l) ()
~~— o)
(3.21)
1
_ —WHT(HDH%
Lemma 3.12
IR s
™13

Anstelle von (3.17) kann man daher die Formel
I3

(k) 10 112
N ECT 229

verwenden. Damit lautet das CG-Verfahren in der zu implementierenden
Form wie folgt:

Algorithmus 3.15. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

wihle z(© beliebig; setze r@® =p— Az©® O = O

for k=0,1,2,---
o) — HT(k)Hg
d®t Ad*)
k) — () k)d
Pt — (k) _ o (B) gq(k)

Bk — I kH)Hg
[Ead

dFH) = pkt1) o (k) (k)

until stop



Kapitel 4

Eigenwerte

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Berechnung der Eigenwerte
einer Matrix A € C™". Ist die Matrix A reell, dann sind Eigenwerte und
Eigenvektoren im Regelfall noch immer complex, und deshalb bietet es sich
an gleich den allgemeineren Fall von komplexen Matrizen zu studieren.

Die Eigenwertgleichung lautet

Ar =Xz 2e€C"\ {0}, NeC,

und ist nichtlinear: wir wissen aus der linearen Algebra, dass die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

p(N) = det(A — AI)

die Eigenwerte von A sind. Aus dieser Beziehung ldsst sich sofort erkennen,
dass die Eigenwertbestimmung ein nichtlineares Problem ist.

Die Eigenvektoren einer Matrix A zu einem Eigenwert A gehoren zu einem
linearen Raum.

Zuerst fassen wir einige Bemerkungen aus der linearen Algebra zusam-
men:

e Ist \ ein Eigenwert der invertierbaren Matrix A € C"*" zum Eigenvek-
tor x, so ist % Eigenwert von A~! zum Eigenvektor x. Dariiberhinaus
ist A ein Eigenwert von A*.

e Im Allgmeinen sind Eigenwerte von reellen Matrizen nicht reell. Die
Eigenwerte von hermiteschen Matrizen sind reell.

93
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Ublicherweise normiert man den Eigenvektor auf Norm 1.

Sind \; die Eigenwerte der Matrix A € C"*", so gilt

n

Z Ai = Spur(A) und H i = det(A),

i=1 i=1

wobei bei mehrfachen Eigenwerten die Vielfachheit zu beachten ist.

Ist die Matrix echt positiv definit, so sind die Eigenwerte reell und echt
grofer Null.

Sei A € C™™ mit n linear unabhéngigen Eigenvektoren, {x; : 1 = 1,...,n}.
Dann gilt
A=XAX"1,

wobei die i-te Spalte der i — te Eigenvektor von A (mit Eigenwert \;)
ist. In diesem Fall nennt man die Matrix A € C"*" diagonalisierbar.

Beachte, dass die Eigenvektoren einer reguldren Matrix nicht orthogo-
nal stehen: Die Matrix

11

o

kann nicht diagonalisiert werden. Beachte, dass 1 ein doppelter Eigen-
wert zum Eigenvektor (1,0).

e Kann bei einer diagonalisierbaren Matrix X zudem unitér gewahlt wer-
den, dann heifit A normal. Normale Matrizen lassen sich durch die Glei-
chung AA* = A* A charakterisieren. Hermitesche Matrizen sind also ein
Spezialfall der normalen Matrizen.

e Ist A hermitesch so sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal. Bei nicht hermiteschen Matrizen muss das nicht gelten.
4.1 EigenwerteinschlieBung

Im diesem Teil diskutieren wir relativ leicht zu berechnende Abschétzungen
fiir Eigenwerte.
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Satz 4.1. (Satz von Gerschgorin) Sei A = [a;;] € C™*™ und X ein beliebiger
Figenwert von A. Dann gilt

)\EU/CZ:U{ge(CK-CLMSZ’CMH} . (41)
i=1 i=1 J#

Beweis. Sei Ax = Az mit = [z;] # 0. Dann existiert ein ¢ mit |z;| < |z;]
fir alle j # i. Bezeichnet (Az); die i-te Komponente von Az, dann folgt

)\.Z'i = (A[L’)l = Zaij.ij
j=1

und somit ist

A= ay| =

.
Dot <D layl.

j#i ! J#i
Alsoist A € K; C U?:1 ;. O

Fiir A € o(A*) gilt der Satz von Gerschgorin entsprechend, namlich

XGUICZ-:U{C:K—%I < Z !@jz‘|}

i=1 i=1 j=1,j#i

oder dquivalent

A€ UKZ* = U{C D¢ = ai| < Z |aji|}
i=1 i=1

j=1,j#i
Weitere Einschliefungsséitze beruhen auf dem Konzept des Wertebereichs

einer Matrix.

Definition 4.2. Unter dem Wertebereich einer Matrix A € C**" versteht
man die Menge aller Rayleigh-Quotienten “A% mit z € C™\{0},

T

z* Az

¥

W(A) == {g - s cn\{()}} cc.

Der Wertebereich beinhaltet insbesondere die Eigenwerte der Matrix.

Lemma 4.3. 1. W(A) ist zusammenhdingend.
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2. Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Amin, Amax)-

3. Ist A schiefsymmetrisch, d.h., A* = —A, dann ist W(A) ein rein ima-
gindres Intervall, namlich die konveze Hiille aller Eigenwerte von A.

Beweis. 1. Liegen (p und ¢; im Wertebereich W(A), dann existieren xq, x; €
C\{0} mit
Ty Ax x]Ax
Go="2—", (G=—"—.
oo 121
Nehmen wir an, dass 0 # (y # (; # 0, dann sind xg und z; linear
unabhéngig; sind ndmlich zwei Vektoren xy und x; linear abhingig, so

ist xy ein Vielfaches von x;, und folglich ist (5 = ¢;. Damit gilt

0 ¢ [z, 21] :=={xt = x0+t(z1 —20) : t € [0,1]}.

Die Konseqeunz daraus ist, dass die Abbildung ¢ — x;f;  stetig ist,
t
und ”
i Ax
(=", 0<t<,

ist eine stetige Kurve in W(A), die (o mit (; verbindet.

2. Wir wéhlen eine Orthonormalbasis {z;}?_; in C" mit Az; = Az;, wobei
die Eigenwerte von A absteigend sortiert sein sollen, A\ > Ay > -+ >
An. Fiir einen beliebigen Vektor x = 7" | Gx; € C", (; € C, gilt dann

i,j=1 i,7=1 i=1

und wegen der Anordnung der Eigenwerte folgt

Anllzl3 = An Z Gl* < ZA Gl <M Z Gil* = Mzl -

Damit ist zunéchst gezeigt, dass W(A) C [\, \1] gilt. Da W(A) nach
dem ersten Teil dieses Satzes auch zusammenhéngend ist, folgt die zwei-
te Behauptung.

3. Wegen A* = —A ist 1A hermitesch, denn
(iA)* =iA* = —iA* =iA.
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Ferner ist
W(A) = W(—itA) = —iW(iA) = —i [Amin, Amax]

wobei Apin bzw. Anax der kleinste, bzw., grofite Eigenwert von iA ist.
Damit sind —iA,;, und —iA,., der betragsleinste, bzw. -grofite Eigen-
wert, von A.

Daher folgt die Behauptung aus dem zweiten Teil des Satzes.

O
Fiir jede beliebige Matrix A € C"*" ist
A+ A A-—A*
A=
2 + 2
eine Zerlegung in die hermitesche Matrix % und die schiefsymmetrische

Matrix A’QA*. Diese Zerlegung ist die Grundlage des folgenden Einschlie-

Bungssatzes.

Satz 4.4. (Satz von Bendixon)

o(A)QR::W(AZA*)@W<A;A*) (4.2)

enthalten.

Beweis. Wegen Lemma 4.3 reicht es zu zeigen, dass W(A) C R. Fiir x €
C™"\{0} gilt

. % (A+A* | A—A*

o Ax (—2 + =5 )x

r*r r*r
$*A+A*l’ * A—A*

2 Lr—

r*r *

_l’_
rx
A+ A* A— A
w (A ow (455

]

Beispiel 4.5. Wir wenden die Resultate aus den Séatzen von Gerschgorin und
Bendixson auf die Matrix

4 0 =3
A= 0 -1 1
-1 1
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ImAi

W((A-A*)/2)

W((A+A* )2) Rek

Abbildung 4.1: Satz von Bendixon

o | O

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

Abbildung 4.2: Gerschgorinkreise fiir A (links) und A* rechts
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Abbildung 4.3: Alle EinschlieSfungen gemeinsam

an. Abbildung 4.2 zeigt die Gerschgorinkreise fiir A und A*. Zur Anwendung
des Satz von Bendixon benétigen wir den symmetrischen und den schiefsym-
metrsichen Anteil von A,

4 0 -2 00 —1
A+ A A— At
H—J;— 0 -1 1 |, §S==5—=]000

2 1 0 100

Die Spektren von H und S konnten beispielsweise auch mit Hilfe des Satzes
von Gerschgorin eingeschlossen werden: Auf diese Weise erhélt man das etwas
grobere Dreieck

R =[-3,6] x [—i,i] DR D o(A).
Folglich muss das Spektrum von A im Schnitt aller drei Einschlussmengen
liegen. Dies ergibt die dunkelste (gelbe) Menge in Abbildung 4.3. Tatséchlich

ist das Spektrum
o(A) ={—1.7878,0.1198,4.6679} .

Fiir hermitesche Matrizen ist noch folgendes Resultat von grofler Bedeu-
tung:
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Satz 4.6. (Maxmin Prinzip von Courant-Fischer) Sei A = A* € C"" und
{z1,..., 20} € C™ ein orthonormales System. Ferner seien A\ > Ag > +-+ >
A, die absteigend sortierten Eigenwerte von A mit zugehorigen Figenvektoren
;. Dann ist

*A
min - <\ (4.3)
0#£TE[21,.025] T*T
und es gilt Gleichheit fir [z1,. .., zx] = [x1,. .., 2]

Beweis. e Aus Lemma 4.3, wonach W(A) = [Amin, Amax] = [An, A1] ist,
folgt die Behauptung fiir £ = 1.

o Es gelte k > 2. Sei
k
0#£z=2A4,:= {x:Zgzi mit xJ_a:i,Vizl,...,k:—l} )
i=1

Da {z;} eine orthonormale Basis ist, gibt es Koeffizienten x € C, sodass
T =) XiT; ist, und somit gilt

r*Ar = 2" i XiNiT;

=1

= z": i X T
i=1
= Z AiXi ZE‘I;%
i=k Jj=1
= Z Xilxil?
i=k
<MY bl
i=k

< Mellz]|3 Ve € X .
Hieraus folgt

. r*Ax . x¥Ax
min < min
0#£x€[21,..,2k] T*T 0#£z€X, XX

< Ak .
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e Der Beweis des zweiten Teils. Falls [zq, ..., 2] = [z1,..., 2] ist, dann
kann jedes x € [z1,..., 2] geschrieben werden als x = Zle Xiz; und
es folgt

k k k k
vt Ar = ZMXiZYﬂ;% = Z/\i|Xi|2 > Ak Z xal® = Axll]f3 -
i=1 j=1 i=1 i=1
Somit ist
Az

Z)\kv

min
x€[21,r2p),8#£0 TFX
und demnach gilt in diesem Fall Gleichheit in (4.3).
O
Unter den Voraussetzungen von Satz 4.6 lautet ein entsprechendes Maxi-
mumprinzip wie folgt
x* Az
max
xl[z1,0,21),2£0 T*X

Z )\k’-i-l )

mit Gleichheit fiir [zq, ..., 2x] = [21,. .., 2.

4.2 Potenzmethode

Das erste von uns betrachtete konstruktive Verfahren zur Berechnung einzel-
ner Eigenwerte und Eigenvektoren ist die Potenzmethode von v. Mises.

Wir beschranken uns auf n x n-Matrizen mit betragsméflig angeordneten
Eigenwerten \;, ¢t = 1, ..., n, fiir die gilt:

M| > >\ >0

Sei v; ein zu \; gehoriger Eigenvektoren von A. Wir nehmen an, dass die
Eigenvektoren {v;} linear unabhéingig sind. Dann kann jeder Vektor = € C"
in diese Basis entwickelt werden,

i=1

Demnach ist

=1
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Das v. Mises-Verfahren beruht auf der asymptotischen Darstellung
AFr = NGy, k= oo

Algorithmus 4.7. Bestimme einen Niherungsvektor z(® mit |2, =
1

o for k=1,2,...

(k)
Z(k) = ,:Zk )
[E P

50 = A D (4.6)

end for
Die Iterierten der Potenzmethode haben folgende Eigenschaften:

Satz 4.8. Zusdtzlich zu den allgemeinen Voraussetzungen dieses Kapitels
gelte (4.4) mit ¢; # 0. Dann gilt:

1215 = M|+ O(¢F), k— oo (4.7)
Ferner gilt fiir k — oo:
125 = Sign(AY¢ v [l = O(d"),

wobei Sign(x) = ra bezeichnet.

Beweis. Wir setzen q := ’i—f’ < 1.
Im Beweis verwenden wir die Identitét
) (k) B Az(k=1) B Az(k=1) B A2 (k=2)
120z [JAzEDYy [JAZED]y (A2

Mit Induktion folgt somit

*) Ak »(0)

T Ao,

Aus (4.5) folgt mit 2 = 2(©

~ (A G
AR 2O = 28 0y + w®) mit w® = <—) Svi
—~\M/) G
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und n
Jw®ll < ¢* 3 |2 =0 (4.8)
i=2 151
Damit ist
) ﬁ — Sign( ,\’fgl)% = Sign(A\fG)v +e® (4.9
mit

Sign()\kQ)

(k) — 1 (k) (k)

e w4+ (1 V] + w v1) .
||v1 +w(k)Hz ( ( o I2) 1>

Nun ist [|vy]l2 = [Jw® |z < flog + w® s < [Joi]l2 + [w® |2 und [joi]]2 = 1, so
dass aus (4.8) folgt, dass
‘1 — [Jv1 +w(k)||2| = ‘||U1H2 — [Jv1 + w(k)|\2‘ < w® | =0(@*) k—oo.

Daraus folgt ||e®™ ||, = O(¢™®) fiir k — oo, und es ist gezeigt, dass fiir 2%
und 25D fiir k — oo gilt

28 = Sign(N'¢ )ur + O(gb)
2D = \Sign(MG)or + O(dF) -

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. ]

Bemerkung 4.9. e Die Normierung 2% — 2(*) in (4.6) ist sinnvoll, wenn
auch nicht notwendig.

e Die Voraussetzung (; # 0 kann natiirlich nicht a—priori tiberpriift wer-
den, da die Eigenvektoren nicht bekannt sind.

Die Potenzmethode von v. Mises kann in dieser Form nur verwendet wer-
den, um A\; zu bestimmen. Zur Berechnung anderer Eigenwerte von A kann
jedoch A geeignet transformiert werden.

Beispiel 4.10. 1. Ist A, # 0 und verwendet man A~' statt A in (4.6),
dann wird dies inverse Iteration genannt. A~! hat die Eigenwerte \; !
mit

o e e
mit den gleichen Eigenvektoren wie A. Also approximiert die inverse
Iteration |\ !| und den zugehorigen Eigenvektor v,,.
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2. Ist A eine Ndherung an einen Eigenwert von A, liegt aber selbst nicht
im Spektrum o(A), dann ergibt (4.6) mit (A — A\I)~! anstellen von A
die gebrochene Iteration von Wielandt . (A — AI)~! hat die Eigenwerte
()\Z —/\)71,2. =1,...n.

4.3 Singulire Werte

Satz 4.11. Sei A € C™"™ mit rang(A) = p < min{m,n}. Dann ezistiert
eine Singuldrwertzerlegung (SVD), das ist ein Triple

{(o0,0;,0) :i=1,....p,j=1,....m,k=1,...,n},
mit reellen Zahlen {o; :i=1,...,p},
012092 ...20,>0
und Orthonormalbasen {u;}7., and {vj}7_, von C™ und C", sodass

Aﬁz’:(jiﬁia A*ﬁz:UZUZ izl,...,p,
Ay =0, Ad;=0 jk>p.

In Matrixschreibweise kann man die SVD kompakter schreiben: Sei

U:=[iy,... 0] e R, V:=I[0,...,70,) e R™",
und
(o] 0 0
= o, | 0
0:010

Die Matrizen U und V sind wnitdr, d.h.
UU=U0U"=1eR™™und V'V =VV*=1TecR"™™.

Somit gilt
A=UXV*and A" =VXIU". (4.10)

Damit gilt

A*A = V?V* wobei X% = diag(o?,03,...,02),

rn
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SV = AV

Dies bedeutet aber, dass V*x = e; sein muss (also z = Ve;) und A = 0]2-.

Daher ist ein naheliegender Algorithmus zur numerischen Bestimmung
einer Singuldrwertzerlegung der Matrix die numerische Losung des symme-
trischen Eigenwertproblems zu A*A. Allerdings ist ein solcher Algorithmus
numerisch instabil. Stabile Algorithmen beruhen auf Householder Transfor-
mationsmatrizen.

Korollar 4.12. Sei A € R™" symmetrisch mit rang(A) = p < n. Dann gilt
A=UXU",

wobei U unitdr ist. In diesem Fall sind die Koeffizienten o; die Eigenwerte
von A.
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Kapitel 5

Nichtlineare (leichungen

Nach den linearen Gleichungen untersuchen wir nun nichtlineare Gleichungen
in einer oder mehreren reellen Variablen. Nichtlineare Gleichungen werden
zumeist als Nullstellenaufgaben formuliert, d.h., gesucht ist die Nullstelle der
Abbildung
f:D(f) CR" — R".

Durch die Transformation f(z) := g(x) — x kann jede nichtlineare Gleichung
g(z) = x unmittelbar in eine solche Nullstellenaufgabe iibergefiihrt werden.

Da nichtlineare Gleichungen in der Regel nicht mehr geschlossen gelost
werden konnen, kommen nur Nédherungsverfahren in Frage. Haufig besteht
dabei ein Iterationsschritt in der Losung eines linearen Teilproblems.

5.1 Konvergenzordnung

Wir unterscheiden verschiedene Konvergenzbegriffe bei iterativen Losungs-
verfahren.

Definition 5.1. Sei {ej }ren, eine positive reelle Nullfolge. Man sagt, dass

die Konvergenz dieser Folge (mindestens) die Ordnung p > 1 hat, wenn ein
C > 0 und ein ky € N existiert, so dass

Ek+1 S C&i, vk Z ko . (51)

Fir p = 1 wird vorausgesetzt, dass C' < 1 ist.
Entsprechend wird die Konvergenzordnung einer konvergenten Folge {x(k)} C
R™ mit Grenzwert & iiber die Konvergenzordnung der Fehlerfolge

A

i = o |

67
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definiert.

Beispiel 5.2. 1. Der Fall p = 1 ist von besonderer Bedeutung und uns be-
reits im Zusammenhang mit dem Banachschen Fixpunktsatz begegnet.
Die Fixpunktiteration

B =720 e T eRV™, ¢, e R”,
hat die Konvergenzordnung p = 1 (und nicht mehr), falls 0 < p(7") < 1.

2. Der Fall p = 2 (quadratische Konvergenz) wird uns im Zusammenhang
mit dem Newton-Verfahren begegnen.

3. p braucht nicht unbedingt eine ganze Zahl sein. Ein entsprechendes
Beispiel ist das Sekantenverfahren.

4. Die Folge ¢, := k™", v € RT, konvergiert gegen 0, erfiillt aber keine
Ungleichung der Form (5.1). Man spricht in diesem Fall von sublinearer
Konvergenz (langsamer als linear).

Entsprechend heifit eine Nullfolge {¢; } superlinear konvergent (schnel-
ler als linear), falls
SLZ N 0, k—oo.
€k
Insbesondere ist das Verfahren von der Ordnung 1.
Bei nichtlinearen Verfahren ist es wichtig zwischen lokaler und globaler

Konvergenz zu unterscheiden:

Definition 5.3. Ein Iterationsverfahren z**1) = ®(2*)) mit einer Funktion
$ : D(P) C R* — R™ heiit lokal konvergent gegen & € R™, falls eine offene
Umgebung U C D(®) um 7 existiert, so dass fiir Startvektoren (%) € U/ die
resultierende Folge {x(®} gegen & konvergiert.

Man spricht von globaler Konvergenz, falls U = D(®) = R™ ist.

Satz 5.4. Sei () # D(®) offen. Die Funktion ® : D(®) C R™ — R" sei stetig
differenzierbar mit Fizpunkt &. Ferner sei || - || eine Norm in R™ und ||-|||
eine vertrdagliche Matrixnorm mit der Eigenschaft, dass

||V (z)]]] <1 Vo € D(P) .
Dann konvergiert das Iterationsverfahren
kD) — @(x(k)), k=0,1,2,---

(mindestens) lokal linear gegen Z.
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Beweis. Wegen der Stetigkeit von V@ existiert eine abgeschlossene Kugel
B,(z) € D(®), sodass

IVe()ll] <q¢ <1, VaeB,(z).

Aus dem Mittelwertsatz in R™ folgt

B(y) - B(x) = / V(o + tly — o)y — ) d |

und somit gilt

[(y) = @(2)]| = /0 IVe(z +t(y =)l ly — zlldt < glly — =] -

Das bedeutet, dass ® eine Kontraktion auf B,(z) ist. Fiir y = 2 sieht man
ferner, dass @ eine Selbstabbildung der Menge B,(2) ist, denn fiir x € B,(2)
1st

() — 2| = [[@(z) — 2(2)[| < gllz — 2| < gp < p,

also ist auch ®(z) € B,(2). Damit folgt die Behauptung des Satzes aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. ]

Die Existenz des Fixpunktes braucht man nur fiir die Selbstabbildungs-
eigenschaften in B,(Z).

Satz 5.5. Seip=2,3,.... Die Funktion ® : [a,b] — R sei (p+ 1)-mal stetig
differenzierbar in (a,b). Sei & € (a,b) ein Fizpunkt von ®, d.h., ®(z) = z.

o (it
0= (1) == 0P V(&) und dP (i) £ 0, (5.2)

dann konvergiert das Iterationsverfahren x 1) = q)(x(k)) lokal genau
mit der Ordnung p gegen .

o (Filt
0= (2) == 0P V(3) = dP (), (5.3)

dann konvergiert das Iterationsverfahren x*+1) = ®(2®) lokal mit der
Ordnung p+ 1 gegen .
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Beweis. Zuerst wenden wir Satz 5.4 auf ein Kugel B,(Z) mit B,(z) C (a,b)

an, fiir die gilt:
@' (z)] <¢g<1, Vo e B, (Z) .
Dies ist wegen (5.2), bzw. (5.3) moglich. Dariiberhinaus gilt wegen Satz 5.4,
dass fiir jeden Startwert (¥ € B,.(z), 2*) — 7.
Mit Taylorentwicklung ergibt sich nun
p AW

@ (%) ‘ q;(p+1)(g)

k)Y — d(4 (k) _ Yy = S/

O(x )—CID(:I;)—l—; F (x z)' + TSN

(k) i)erl;

fiir ein ¢ zwischen & und z®). Da & ein Fixpunkt ist, ist nach Voraussetzung

SEH ()
(p+ 1)

e Im ersten Fall betrachten wir die Kugel auf Bs(Z) mit 0 < s < r und

20D = (2 ®)) = & + (™ — 2P+ (5.4)

p+1| ®P(2) —_—
5 ‘(I)(pﬂ)@)’ : V¢ € By(T) . (5.5)

Da z*) gegen & konvergiert existiert ein Index ko € N, sodass

+® € BJ(z), Vk>k.

Wir nehmen nun an, dass k > ko gilt. Damit folgt aus (5.4) und der
Dreiecksungleichung

1
@) (o _ gyr| - “I’(” () (0 _ gy

)

Damit folgt aus (5.5)

1 |q>(p) (@)

3PP (4
S et —ap < oo — g1 < SN

| .
> ) 2™ — P .

Damit ist die Konvergenzordnung genau p.

e Im zweiten Fall erhélt man aus der Taylorentwicklung (5.4), dass ein ¢
zwischen 7 und z®)| sodass

Q)(P+1)(§)

(x(k) . i’)erl 7
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und damit gilt

P+1

q)(p+1)
s 5] 207 ’

p+1

<C"m

Damit ist die Konvergenzordnung mindestens Konvergenzordnung p+1.

[

5.2 Das Newton-Verfahren reeller Funktionen

Im folgenden studieren wir Iterationsverfahren zur Losung der eindimensio-
nalen Nullstellengleichung

F(@)=0. (5.6)

Hier ist f eine reellwertige Funktion einer Variablen z € [a,b] C R.
Um die allgemeinen Ergebnisse dieses Kapitels nutzen zu kénnen, bringen
wir die Gleichung (5.6) zuerst in Fixpunktform. Wir wihlen als Ansatz

7 =1 +q(@) f(x) = D(a)

mit einer glatten Funktion ¢, von der wir zunéchst nur voraussetzen, dass ¢(x)
in einer Umgebung von Z von Null verschieden ist. Um Satz 5.5 anwenden
zu konnen, fordern wir zunéchst, dass ®’'(x) verschwindet. Also, dass

() =1+ ¢ (2)f(2) + q(2)f'(2) = 0.

Da f(&) = 0, erhalten wir die Bedingung

oder

Dies ist natiirlich nur fiir f/(2) # 0 moglich. Mit der Wahl ¢(x) = —1/f'(x)
erhalten wir das Newton-Verfahren.
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Satz 5.6. Sei f € C®[a,b] und & € (a,b) mit f(Z) =0 und f'(z) # 0. Dann
konvergiert das Newton-Verfahren

®)
L0 _ g _ S (5.7)

lokal quadratisch gegen .

Beweis. Der Fixpunktoperator

O(z)=x— f/(x) )
f'(x)
hat folgende Eigenschaften:
o O(2) =1,
w0 5 =
Damit folgt aus Satz 5.5, dass das Newton-Verfahren lokal mindestens qua-
dratisch konvergent ist . O

Leider ist die Konvergenz des Newton-Verfahrens in der Regel nur lokal.
Nur in Ausnahmefillen kann globale Konvergenz garantiert werden. Eine
solche Ausnahme ist der Fall einer konvexen Funktion f.

Satz 5.7. Sei [ C R ein Intervall und f : I — R monoton wachsend und
konvexr mit (eindeutiger) Nullstelle & € I. Dann konvergiert das Newton-
Verfahren fir alle 9 € T mit (0 > & monoton gegen .

Beweis. Wir nehmen an, dass fiir ein £ > 0 die aktuelle Iterierte x®) > 7 ist
und beweisen die Induktionsbehauptung

i<zt < 0 (5.8)

Hierzu wenden wir die Konvexitéatsbedingung an, dass fiir alle u,v € I und
0<a<l
Flaw+ (1= a)v) < af(u) + (1 —a)f(v)

k1) und v = 2®. Dies ergibt

gilt auf u = z

af(@*) > flae®D + (1 - a)e®) — (1 - a) f(a®),
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beziehungsweise

(6%

f(x(kJrl)) > f(ZL‘ + f(l‘(k)) )

Dies gilt nach Voraussetzung fiir alle o € (0, 1]. Durch Grenziibergang o« — 0
folgt somit

Fa) 2 f @)@ —2®) + f@).

Man beachte, dass eine konvexe Funktion differenzierbar ist, weshalb wir im
Satz diese Eigenschaft nicht extra voraussetzen miissen. Die rechte Seite ist
aufgrund der Newton Vorschrift (5.7) Null. Also ist f(x**V) nichtnegativ
und wegen der Monotonie folglich z*t1) > #. Da nach Voraussetzung und
Induktionsvoraussetzung sowohl f(x*)) als auch f’(2®) nichtnegativ sind,
gilt wegen der Definition des Newton Verfahrens,

2D — (k) f(l"(k))
f(a®)’

dass 1) < 2% Damit ist die Induktionsbehauptung (5.8) vollstéindig
bewiesen. O

5.2.1 Das Sekantenverfahren

Will man beim Newton-Verfahren (5.7) f’ nicht auswerten, so ersetzt man
die Ableitung f'(x*)) durch einen Differenzenquotienten, etwa

/ F®) — f(atD
@)~ (xm?_x((fn >'

Auf diese Weise erhalt man fiir £ > 1 die Iterationsvorschrift des Sekanten-

verfahrens:
x(k) J— :E(kfl)

7y — ey
20D F(200) _ g0 f(z (1)
ST Gm) — )

Der Name Sekantenverfahren beruht auf der folgenden geometrischen Inter-
pretation:

LD )

(5.9)
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Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens

Satz 5.8. f sei zweimal stetig differenzierbar in [a,b] und es sei f(Z) =
0 fir ein & € (a,b) mit f'(z) # 0 und f"(z) # 0. Dann konvergiert das
Sekantenverfahren lokal gegen & mit exakter Konvergenzordnung

1
p= 5(1+x/5) — 1.61803 - - -

5.3 Das Newton—Verfahren in R"

Das Newton—Verfahren (5.7) ldsst sich unmittelbar zur Nullstellenbestim-
mung einer Funktion F': D(F) C R" — R” iibertragen:

2D = 20 _ R0 L p(z®) | (5.10)

Hierbei ist VF(z) die Jacobi-Matriz

Dabei bezeichnet i die Zeilen und j die Spaltenposition.

Um die Wohldefiniertheit dieses Verfahrens sicherzustellen, miissen wir
nun fordern, dass VF(z) nicht singulér ist; dies entspricht der Verallgemei-
nerung der Bedingung im eindimensionalen Fall, wo wir gefordert haben, dass
f'(z) # 0. Die Rekursion (5.10) ist dquivalent zu

F(a®) + VE®) @ —2®) = 0. (5.11)
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Also ist z(**1 eine Nullstelle der Linearisierung von F um z®. In (5.11)
wird die urspriingliche nichtlineare Gleichung

F(z)=0
durch die lokale Linearisierung
F(z®) + VF(W)(z —2®) =0

ersetzt.
Fiir die Implementierung des Newton—Verfahrens verwendet man zumeist
die dquivalente Formulierung (5.11) anstelle von (5.10).

Algorithmus 5.9. Newton—Verfahren in R":
e Wihle (V) € D(F)
e for k=1,2,---
16se das lineare Gleichungssystem
VF(z®)p®) = —F(2H)

Ersetze () = 2 + ¥ und iiberpriife z+1) € D(F)
end for

In R™ verwendet man jenen linearen Gleichungssystemloser, der die spe-
ziellen Eigenschaften der Jacobi-Matrizen am besten nutzt.
Wir beweisen nun einen Konvergenzsatz fiir Algorithmus 5.9.

Satz 5.10. || - || und |||-||| seien ein Paar einer vertriglichen Vektor- bzw.
Matriznorm. F : D(F) C R — R" habe eine Nullstelle & und sei stetig
differenzierbar in einer Kugel U C D(F) um &. VF(x) sei invertierbar fir
alle v € U und es existiert ein L > 0, sodass fiir alle v,y € U gilt:

|IVF@) " (VF(y) = VF@)||| < Llly — =] - (5.12)
Dann gilt: Ist 29 € U mit
pi= |z -2V <2/L,

dann liegen alle Tterierten ™ von (5.10) in der Kugel U,(2) mit Radius p
um T und konvergieren quadratisch gegen T,

L
|12 — 2**V]| < Pl 27, k=0,1,2,-- (5.13)
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Beweis. Da 7 eine Nullstelle von F'ist, gilt
g® ) i = 2® —VF@E®) R EW) -
=20 — 7 — VF(a™) Y F W) - F(z))
=VE@®)™ (F(2) — F(2®) = VF(@®) (2 — ™)) .
Aus dem Mittelwertsatz folgt

k+1) o

l’( i

1
= VF(z®)! ( / VF(@@® + (3 —2®)) (@ — 2™y dt — VF(a®)(z - x(k)))
0
1
= / VE@@®) ™ (VE@E® + (3 — 2®)) = VE®))(& — 2®)) dt .
0
Folglich gilt

k4+1) _ A

[E3 2|

1
< / ‘HVF(:U(]“))’I(VF(.%U“) +t(i — 2®)) — VF(x(k)))H’ |2 — 2®)|| dt
0

1
§L||a:(k)—:fc||2/ tdt
0

womit die quadratische Konvergenz (5.13) nachgewiesen ist. Gilt ||z — 2| <
p < 2/L, dann gilt auch

L L
[z*D — 2| < (§||$(k) — 55||) |z®) — 2| < p§||m(k) — i <[]z® = 2| <p.

Damit haben wir gezeigt, dass [|z*) — #|| monoton fallend ist und z*) €
U,(#). Damit ist insbesondere die Folge (|lz¥) — #||)sen konvergent. Bezeich-
nen wir den Grenzwert mit ¢, so erfiillt er wegen (5.13) die Ungleichung

L
2

L

0<e< &?2§p§5.

Da p% < 1, muss € = 0 sein. Also konvergiert z*) gegen 7. O
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Bemerkung 5.11. 1. In der Kugel U,(2) kann es nur eine Nullstelle von F
geben: ist ndmlich z eine zweite Nullstelle von F', dann konvergiert die
Iteration (5.10) mit () = ¥ gegen 7.

2. (5.12) ist eine Art Lipschitz—Bedingung an VF(-). Die Konstante ist
dabei unabhéngig von moglichen Transformationen

F(z) := AF(x) mit nichtsingulirem A € R™"

3. Fiir n = 1 ist (5.12) erfiillt, falls VF' Lipschitz-stetig ist. Dies ist eine
deutlich schwiichere Voraussetzung als in Satz 5.6, wo wir gefordert
haben, dass f € C3(a,b).
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Kapitel 6
Splines

Historisch wurde zunéchst die Polynominterpolation zur Approximation ska-
larer Funktionen verwendet. Diese Art der Interpolation fiihrt aber zu star-
ken Oszillationen. Die Alternative ist die gesuchte Funktion durch stiickweise
zusammengesetzte Funktionen zu approximieren, die sogenannten Splines.

6.1 Treppenfunktionen
Gegeben sei ein reelles Intervall [a, b] und ein Gitter
A={a=xy<m <...<x =0} . (6.1)

Wir definieren

h := max hi, hi:xi_l'i—l'
i=1,...,0

Unter einer Treppenfunktion versteht man eine von rechts stetige Funktion s
mit der Eigenschaft

s(z)=s;, wii<wx<zy, i=1,...,1.

Diese Treppenfunktionen bilden einen linearen Raum Sy o der dimension [.
Als Basisfunktion verwendet man iiblicherweise die characteristischen Funk-
tionen y; der [ Teilintervalle. Es gilt somit

l

s(x) = Z&Xi(l’) .

=1

79
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Satz 6.1. Sei f : [a,b] — R. Dann ist s(x) = S\_, sixi(x) mit
1 [ .
Si:—/ flx)de, i=1,...,1 (6.2)
hi i1
Dann gilt: Das Funktional

pe&m—+/<ﬂm—pwwwx

1st minimal for s.

Beweis. Sei

beliebig. Dann gilt

@)= patde = 3 [ () = pde
/ >/

Damit gilt, dass {s; : ¢ = 1,...,1}, die Koeffizienten der minimierenden Funk-
tion s das quadratische Funktional

o [ P20 [ @)oot
Ti_1 Ti—1
minimieren. Damit erfiillen sie auch die Optimalitatsbedingung,
/ f(z)dx = hys;,
Ti—1

und damit die Behauptung. O]

6.2 Lineare Splines

Definition 6.2. Ein Spline vom Grad n ist eine Funktion s € C"![a, b], die
auf jedem Intervall [z;_1, ;) ein Polynom vom Grad n ist. Fiir den Raum
der Splines vom Grad n schreiben wir S, a.
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Neben den Treppenfunktionen sind die stiickweise linearen Funktionen,
die sogenannten linearen Splines (n = 1), und die kubischen Splines (n = 3)
wichtig. Bevor wir uns im Detail mit diesen Funktionen beschéftigen studie-
ren wir einige allgemeine Resultate:

Bemerkung 6.3. 1. Der Raum S, A ist ein linearer Vektorraum, der die
Polynome vom Grad n enthélt.

2. Ist s € Sy, dann ist fiir 0 < k < n, s* € S,,_j. A (die k-te Ableitung).
3. Die n-te Ableitung ist zwischen den Knoten konstant.
Proposition 6.4. S, A ist ein (n + l)-dimensionaler Raum.

Beweis. Sei x; eine beliebige n-te Stammfunktion der charakteristischen Funk-
tion ;. Aus der Definition ergibt sich, dass x; € S, a. Wie wir schon fest-
gestellt haben, sind die Polynome vom Grad kleiner gleich n, und damit alle
Monome 27, j =0,1,...,n — 1, in S, o enthalten. Wir zeigen nun, dass

{(Gii=1,...,00{a’:j=0,...,n—1}

eine Basis des S, A bildet.

Sei s € S, A beliebig, so is s™ € Sy A und kann daher geschrieben werden
als s" = 22:1 s;Xi- Folglich stimmen s und 22:1 s;X; bis auf ein Polynom p
vom Grad n — 1 {iberein, d.h.:

I
s=p+ Zsif(i in [a,b] . (6.3)

i=1

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit verwenden wir (6.3), und zei-
gen, dass fiir ein s = 0 auch s; = 0 und p = 0 gilt.
Aus (6.3) folgt aus s = 0 somit auch

I
0=s"= Zsixi in [a,b],
i=1

woraus aus den Basiseigenschaften von y; auch folgt, dass s; = 0 fiir alle ¢ =
1,...,l. Folglich folgt aus (6.3) und unserer Annahme s = 0, dass s = p =0,
und somit die Behauptung. ]
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Bemerkung 6.5. e Fiir lineare Splines ergeben sich genau (I + 1) Frei-
heitsgrade.

e Anstatt (6.3) verwendet man in der Numerik die sogenannte nodale
Basis der Hutfunktionen A;, i =0,1,...,1.

e Die Hutfunktionen erfiillen
AZ($J):(5U, Z,j:O,,l (64)

(6.4) erlaubt eine einfache Bestimmung der Koeffizienten des interpolie-
renden linearen Splines:

Satz 6.6. Seien vy, ...,y vorgegebene Werte. Dann ist s = ZE:O yil\; € S1a
der eindeutig bestimmte lineare Spline mit

s(x))=vy;, i=0,...,0.

Beweis. Wegen (6.4) erfiillt s = Zé:o y;\; die Interpolationseigenschaft an

den Knoten. Die Eindeutigkeit folgt nun daraus, dass eine lineare Funkti-
on auf [z;_1,z;] durch die beiden Randwerte in diesem Intervall eindeutig
bestimmt ist. O

Im Abschlufl zu den linearen Splines beschéftigen wir uns noch mit der
Berechnung des approximierenden linearen Splines: Dazu verwenden wir die
Gramsche Matrixz der linearen Splines

G = [ / M)A () dx} . (6.5)

Diese Matrix hat folgende Eigenschaften:
1. Die Dimension der Matrix ist (I41)x ({4+1) (also Knoten zum Quadrat).
2. Die Matrix ist regulér, da die A; linear unabhéngig sind.

3. Da fur |i —j| > 2 f; Ai(x)A;(z) dz = 0 gilt, ist G eine symmetrische
Tridiagonalmatrix.

4. Die Diagonal- und Nebendiagonaleintrige ergeben sich wie folgt:
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Diagonale: Fiir i = 5 € {1,...,{} gilt:

T; hi 42

i it hi
A (z) dx = —dt =— .
/ = | 2=

Analog sieht man, dass fiir i = j € {0,...,l — 1}

Tit1 h
/ A (z)dx = grl .

i

Zusammengefafit gilt also fiir die Diagonale von G

h—% i=0,

h; . B

Gii = % ZZl,...,l—l,
b=
3 .

Nebendiagonalen: Wegen der Symmetrie reicht es, die untere Neben-
diagonale zu bestimmen, alsoist j =i —1,i=1,...,[:

Gii-1 = / Ni(x)Ni—1(x) dx

Ti—1

_hi
=5
Zusammengefasst:
[ 2hy h1 0 7]
' hi  2(hy+ hs) he
G:=— h
6 2
20l + ) My
L 0 hy 2h |

Das folgende allgemeine Resultat gibt Auskunft, wie der best approximieren-
de Spline mit der Gramschen Matrix berechnet werden kann.
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Satz 6.7. Sei f € X, wobei X ein Hilbertraum ist, und {¢; : i € N} eine
Basis von X,,. G bezeichne die zu dieser Basis gehérige Gramsche Matrix.
Dann ist f, == > xip; € X,, genau dann die beste Approximation an f
aus X,, wenn

T f; o1 (x) f(z) dx
Gr =0 firx = : und :

7 [ (@) (2) da

6.3 Kubische Splines

Kubische Splines, das sind die Elemente von S5 o, werden héufig in der Com-
putergraphik verwendet.

Wir fassen einige allgemeine Resultate, die wir vorher kennengelernt ha-
ben zusammen:

1. Ein kubischer Spline ist zweimal stetig differenzierbar.

2. Wir wissen aus Bemerkung 6.3, dass wir zur eindeutigen Bestimmung
eines kubischen Splines (I + 3) Bedingungen brauchen.

3. Ist s € S5, dann ist " € S; o. Damit kann man s” mit Hilfe von
Hutfunktionen darstellen:

l
S” = Z ’}/ZAZ s (66)
=0

wobei v; = §"(z;),i = 0,...,1, gilt. Man nennt ~; die Momente des
kubischen Splines.

Im folgenden bestimmen wir die Bedingungen, die zu einer eindeutigen Be-
rechnung des kubischen Splines fiihren.

Zuerst verwenden wir eine Darstellung fiir beliebige C2-Funktion p in
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einem Intervall [x;_;, z;], die dann auf Splines angewendet wird:

p(z) — p(x;)
_ / J(t) - 1dt

=  Aoe-oi,- [ voe-na O

partielle Integration
T

—— f@)ai—2) - [ PO -)dr.

Ty

Weiters stellen wir fest, dass fiir ¢ € [x;_1, 7]

s"(t) = yi—1 i1 (1) + 7l (2)

T; — t t— Ti—1
= Yi-1 + i
Ty — Tj—1 Ty — Ti—1 (6 8)
Yi— i .
= — hil (t — .Tz) -+ Z—Z(t — Ii—l)
h;
gilt, woraus sich fiir x € [z;_1, x;) ergibt
s(x) = s(x;) + ' (2:) (zi — )
=~/ s"(t)(t —x)dt
(6.7) i
s [ vt — e [
= ? /I(t x;)(t — ) dt %/x-t xdt
(6.8) g g
_ Yi—Yi-1 [* N2
o e / (- e (6.9)
partielle Integration v
Vi — Yi—-1 2 ¢
t—a;)°(t —
F i)
Vi 2 r
— Dt —
2 ( ) t=x;
Vi — Vi1 (l’ - "L‘i)g (I - x1>2
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Mit der Abkiirzung

s; = s(z;) und s, = &' () fir i =0,...,1

erhalten wir aud (6.9) somit eine kompakte Identitét fiir den kubischen Spli-
ne: Fir z € [z;_q,z;Jund i = 1,...,1 gilt

_ 2.)2 A _ 2.3
s(x) = s; + si(x — ;) + (z =) T i (z - ) : (6.10)
2 h; 6
Insbesondere gilt somit fir ¢t =1,...,1
vihi (v = vie)hi
s _dh i i
Si—1 S S + 9 6
h2

=8 — s;hi + é@%’ +%i-1) (6.11)

hi
;=85 — 5(%—1 + ) -

Durch Kombination dieser Gleichungen erhalten wir fiir ¢ =1,...,1 —1

Si+1 — 5 S — Si-1

hita h;
hita it hi h;
=Siy1 — ’)’iTJr - %HTJF — s+ Ve T Y
it hita i1 h; h;

=(vi + %’H)T Vi T YTy Ty t iy

1
:g(hi+1%+1 + 27i(hi + hiy1) +vie1he) -
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In Matrixschreibweise lautet das System:

hi 2(hy + ho) ho 0 "0
1 ha 2(hy + hs) 7.1
0 ' hu 71.—1
R g hl_]_ 2(hl_]_ —‘l_ h/l) hl Al ’Yl |
cRU-1)x(1+1)
_hl—l hl—l +h2_1 _h2—1 O S0
S
_ —hyt byt by 1
. . _hl_ll 5
_ g T _ -1
R _hzfl1 hlfll + hl ! _hl ! 3 s
ER(-DX(+1) i i
(6.12)

Erfiillen umgekehrt die Momente ; und die Funktionswerte s; = s(x;) die
Gleichung (6.12), dann definieren diese Werte den interpolierenden kubischen
Spline. Von dem sind die Ableitungen wegen (6.10) gegeben durch

f gy Sizsia o hi B
s;=8(x;) = i +%716+%3-

Die beiden Matrizen in (6.12) haben die Dimension (I—1)x ({+1), und da-
her sind die Gleichungssysteme unterbestimmt. Man muf} also zusétzliche Be-
dingungen aufnehmen. Bei natirlichen kubischen Splines fordert man zusétzlich,
daB

§"(a) = §"(b) =0 (6.13)

gilt. Dies bedeutet aber wegen (6.6) gerade, dass

v =s"(a)=0and v =5"(b) =0. (6.14)
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Damit vereinfacht sich das Gleichungessystem (6.12) zu

2(h1 + ho) ha 0
Ul he 2ha+hy) "
6 - - :
b 20 hl_jr by ] L
| _fun -1+ ) 1 (6.15)
;:geR(l—l)x(l—l)
dy
di-1
wobei
Sit1 — S Si— Si—1 Sit1 1 1 ) Si—1
di = - =2 ()
hiva h; hita (hi hiy1 hi_1 (6.16)
i—1...0—1.

Die Matrix G in (6.15) ist die Gramsche Matrix der Hutfunktionen {Ay, ..., Aj_1}.
Sie ist somit positiv definit und damit hat Gleichung (6.15) eine eindeutige
Losung. Wir fassen das Gesagte in einem Satz zusammen:

Satz 6.8. Seien vy, ...,y vorgegebene Daten, dann gibt es genau einen natiirlichen
Spline s € Ss A mit

s(z;) = vi, i=0,...,1.

Beachte, dass die Konstruktion es Splines eindeutig ist, d.h. die Losung
von (6.15) ist eindeutig. Die Splines sind aber gerade so, dass nur eine Ba-
sisfunktion ungleich Null ist.

Beispiel 6.9. Auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h. Wir bestim-
men den natiirlichen kubischen Spline s, der fiir ein festes j = 0,1,...,[ die
Lagrange-Interpolationsaufgabe

S([Ifl) :(5ij7 iZO,...,l, (617)
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16st. Das Gleichungssystem (6.15), (6.16) hat die Gestalt

4 1 0

71

0 1 4

= Sip1 — 28; + Si—1
6

= ﬁ(fhu — 205 + 0i-14)

6
= ﬁ(eﬂ-l —2ej+ej-1),

V-1

89

(6.18)

wobei €;,7 =1,...,1—1 die kartesischen Basisvektoren in R'~! sind. Formal

setzt man ey = ¢; = 0.
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Kapitel 7

Numerische Quadratur

Gegenstand dieses Kapitels ist die numerische Approximation bestimmter

Integrale
b
~ [ fwyds. (71)

die nicht in geschlossener Form durch Angabe einer Stammfunktion integriert
werden kénnen.

7.1 Trapezregel

Die einfachsten Approximationsformeln sind die Mittelpunktsformel

/f ~(b—a)f (“;b> (7.2)

und die Trapezformel

/ faydr ~ " fa) + P00 (7.3)

Natiirlich gilt bei (7.2) und (7.3) in der Regel keine Gleichheit. In der Praxis
zerlegt man das Intervall [a, b] in n (gleich groBe) Teilintervalle und wendet
(7.2) und (7.3) auf jedes Teilintervall an. Bei der Mittelpunktsformel ergibt
sich somit eine Riemann’sche Zwischensumme, wihrend die Trapezformel auf

91
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die (zusammengesetzte) Trapezregel (oder Trapezsumme) fiihrt:

a=2g<T1<Tp<---<x,=>0,

ri=a+1ih,h = b—a’
n
Tlf] =Y = (fla) + f(ximn)) (7.4)
i=1
h

n—1 h
=5 /(@) +h ; flas) + S f(0)

Im folgenden betrachten wir effizientere Methoden zur Approximation von
(7.1), Zur Approximation von I[f] verwenden wir Ausdriicke der Form

QIf) =D wif(x)
i=0
mit Knoten {x;:i=0,...,m} und Gewichten {w;:i=0,...,m}. Unter

dem zugehorigen zusammengesetzten Quadraturverfahren Q,[f] verstehen
wir dann die Unterteilung von [a, b] in n gleich grofie Teilintervalle, auf die
jeweils eine Quadraturformel angewendet wird.

Qualitative Merkmale einer Quadraturformel bzw. eines zusammengesetz-
ten Quadraturverfahrens sind der Fzaktheitsgrad und die Konvergenzord-
nung.

Definition 7.1. Sei II,, den Vektorraum aller Polynome vom Grad < m.

1. Eine Quadraturformel Q[f] hat Ezaktheitsgrad q, falls
Qlpl = I[p], vpell, .

2. Ein zusammengesetztes Quadraturverfahren konvergiert gegen I[f] mit
der Ordnung s, falls

1Q.[f] = I[f]l=0(n"*), n—oco.

Beispiel 7.2. Sei w = 1, dann hat die Trapezformel Exaktheitsgrad ¢ = 1,
und die zusammengesetzte Trapezformel konvergiert mit Ordnung s = 2 fiir

alle f € C?[a,b].
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7.2 Polynominterpolation

Polynominterpolation ist die Aufgabe, bei vorgegebenen Knoten zy < z; <

-+« < @, und Werten yg, 41, ..., Ym ein Polynom p € II,, zu finden mit
plz;) =y, i=0,...,m. (7.5)
Definition 7.3. Wir bezeichnen mit
w(x) = H(:c — ;) € Il
=0

das zu den Knoten {z;} gehorige Knotenpolynom. Die Polynome
lz‘($):%: ﬁ %eﬂm
! Yo gm0t
werden Lagrange-Grundpolynome genannt.
Fiir die Lagrange-Grundpolynome gilt, dass
li(xj) = dij . (7.6)

Satz 7.4. Die Interpolationsaufgabe (7.5) hat genau eine Léisung p, namlich
p(x) = yili(x).
i=0

Beweis. Wegen (7.6) gilt p(z;) = > " vili(z;) = y;, also (7.5). Damit ist die
Existenz einer Losung gesichert. Seien p, q € I1,,, zwei Losungen der Interpo-
lationsaufgabe (7.5), dann folgt

p—q)(x;)=0, i=0,...,m,
d.h., das Polynom p — ¢ € I1,,, hat m + 1 Nullstellen. Daraus folgt p =¢. O
Beispiel 7.5. Die Funktion f(z) wird durch das Polynom

f(0) — f(a)

pla) = fla) - =T @~ a)

in den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) interpoliert.
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7.3 Newton-Cotes-Formeln

Mit Hilfe der Polynominterpolation lassen sich leicht Quadraturformeln fiir
I[f] mit beliebigem Exaktheitsgrad g angeben.
Seien g < x1 < -+ <z, vorgegebene Knoten in [a, b] und sei

Wy = / b li(x) dz, (7.7)

dann gilt:

Proposition 7.6. Die Newton-Cotes Quadraturformel
QU= wif()
i=0

hat mindestens den Fxaktheitsgrad ¢ = m.

Beweis. Sei p € 11,,,. Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms
gilt daher

(vgl. Satz 7.4). Daraus folgt mit

1) = [ ple)ds =3 plas) [ a)do =Y iplan) = QU

i=0 =0
die Behauptung. O

Beispiel 7.7. Wir beschrianken uns auf den Fall dquidistanter Knoten a =
o< x1<--<xym=>bund w = 1. In diesem Fall spricht man von Newton-
Cotes-Formeln. Im Fall m = 1 erhélt man speziell die Trapezregel (7.3). Fiir
m = 2 ergibt sich die Simpson-Formel

/abf(aj)dx%bga(f(a)+4f(a;b)+f(b)) | -

Wegen Proposition 7.6 hat die Simpson-Regel mindestens Exaktheitsgrad 2.
Tatséchlich hat sie sogar 3.
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Wegen ) -
b—a:/ Ldr=1I[1] = Q] =) ;. (7.9)

1€lly =0

Bemerkung 7.8. Im Fall m = 2 erhélt man so die zusammengesetzte Simpson-
Regel: Mit z; = a+ih, i =0,...,2m, und h = &2 erhélt man

/abf<x>dx~

g {f(a) +4f(x1) +2f(x2) +4f(w3) + - + 2f (w2n—2) + 4f (z2n1) + f(D)}

7.4 Gaul-Quadratur

Gegeben seien Knoten zy < z; < .-+ < x,, und zugehorige Gewichte
Wo, W1, -, Wp,. Wir diskutieren die Frage: Wie grof3 ist der maximale Ex-
aktheitsgrad der Quadraturformel:

QLAY = Y i f ) = 11f] = / f(x) dr (7.10)

Proposition 7.9. Seiw > 0 in (a,b). Dann ist der Exaktheitsgrad der Qua-
draturformel Q[-] aus (7.10) hochstens ¢ = 2m + 1.

Beweis. Wahle

m

p(x) = [[(@ = 2:)* € oy -
i=0
Offensichtlich ist Q[p] = 0 und I[p] = f; [[y(x — z;)?de > 0, da (x — x;)?
und w jeweils positiv auf einer offenen Menge sind. ]

Wir iiberlegen uns, dass man den Grad tatséchlich erreichen kann. Dazu
leiten wir zuerst notwendige Bedingungen her. Dazu verwenden wir zuerst
ein allgemeines Resultat {iber Orthogonalpolynome, welches wir ohne Beweis
bringen:

Satz 7.10. Se: ,
<o.w>= [ o) ds
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Dann existiert eine eindeutige Folge {u, :n =0, - 00} mit
Un(l‘) :fynxn++’70 € Hna

mat
T >0 und < Up, Uy >=0pmn, , Yn,meNg.

e ()

Setzt man u_1 =0 und By = 0, so erhdlt man

Insbesondere ist
~1/2

Bn—i-lun-i-l(x) = $un($) - an+1un($) - Bnun—l(l') , neE N>

wobei
Api1 =< Up, TUp > und Bur1 = VYn/VYns1 -

Wir stellen das (m+1)-te Orthogonalpolynom iiber seine Nullstellen dar:

m

U1 (T) = H(I —x;) € Iy,

1=0

und fixieren die Nullstellen {x;} als Knoten fiir eine Quadraturformel. Die
Gewichte w; wihlen wir wie in (7.7). Diese Quadraturformel wird als (m+1)-
stufige Gauf-Formel G[-] bezeichnet.

Aus Proposition 7.7 folgt, dass die entsprechende Quadraturformel @) fiir
alle ¢ € II,, exakt ist.

Eine vollstéandige Basis von 11y, ist gegeben durch

V= {1, x,... ,xm7 um+1(x),l‘um+1(g;)7 o ,xmum+1(a:)}
und es gilt, weil w,,,; ein Orthogonalpolynom ist (und somit orthogonal zu

x® steht):

b
I[xsum+1(x)]:/ Ui (z)de =0, s=0,...,m.

Da auch Q[z*u,,41] = 0 gilt, integriert () alle Elemente des Vektorraums der
von V definiert ist, exakt. Dies ist die erste notwendige Bedingung fiir eine
Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 2m+1. Weitere notwendige Bedingun-
gen fithren schluflendlich auf hinreichende Bedingungen.



Kapitel 8

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Wir studieren numerische Verfahren zur Losung von Systemen von gew6hnlichen
Differentialgleichungen der Form

y = f(t,y) ,t € [0, 7] mit der Anfangsbedingung y(0) = yo . (8.1)

Dabei ist zu beachten, dass y eine vektorwertige Funktion sein kann. Wir
sprechen in diesem Fall von einem System erster Ordnung.

8.1 Die Euler Verfahren
Das Euler-Verfahren approximiert y auf einem vorgegebenen Gitter
A={0=tg<ty<tag<..<t,}CI
mittels der rekursiven Formel
Yirr = Yi + (tin — 1) f (i, yi) -
Beim impliziten Euler approximiert man die Lésung durch
Yirr = Yi + (tin — ) f(tiy1, Yira) - (8.2)

Dabei ist in jedem Schritt ein implizites Gleichungssystem zu 16sen. Das
Verfahren ist stabil (in einem genau zu definierendem Sinn), hat aber den
Nachteil, dass es sehr langsam ist.
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8.2 Runge-Kutta Verfahren

Der erhebliche Nachteil der beiden Euler-Verfahren ist ihre langsame Konver-
genz (in Abhéngigkeit der Zeitdiskretisierung). Schneller Konvergenz erreicht
man mit Verfahren basierend auf dem Ansatz

Yier = Yi + hzbjf(ti +¢jh,nj), ij =1, (8.3)
=1

J=1

mit Naherungen n; fiir y(¢; + ¢jh); s nennt man dabei die Stufenzahl des
Verfahrens.

Speziell bei den beiden Euler Verfahren ist jeweils s = 1 und ¢; = 0,
m = y; (explizites Euler-Verfahren), bzw., ¢; = 1, g1 = y;1 (implizites
Euler-Verfahren).

Da bei (8.3) jeweils ausgehend von y; =~ y(t;) die ndchste Nédherung
Yir1 =~ y(t;11) berechnet wird, spricht man bei Verfahren dieser Art von Ein-
schrittverfahren. Im Gegensatz dazu verwenden Mehrschrittverfahren auch
dltere Naherungen y;_1, ..., zur Berechnung von ;1.

Nehmen wir nun an, dass y; = y(t;) auf der exakten Losungskurve liegt
(lokaler Fehler) dann ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differentialrechnung

Y(tiv1) — Yir1 = Y1) —ylti) — hz bif(ti + cjh,n;)

Annahme y(t;)=y; j=1
tivr1 S
= / y/(t) dt — th]f(tl —f-th,nj)
t; j=1
tit1 S
\://t Flty(t)dt —hY bif(ti + cjh,ny) .
Dagl. i j=1

Wir sehen daher, dass der lokale Fehler klein wird, falls die Summe
h) -1 bif(ti+ecih,n;) eine gute Approximation des entsprechenden Integrals

JE F(ty()) dt st
Daher liegt es nahe, Quadraturformeln zur Wahl der Parameter {b;}, {c;}
und {n;} heranzuziehen.

Beispiel 8.1. Mit der Mittelpunktsformel ergibt sich der Ansatz

Yier = Yi + hf(ti +h/2,m) , (8.4)
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wobei idealerweise 1, = y(t; + h/2) sein sollte: Da dieser Wert nicht bekannt
ist, muf} eine Néherung gefunden werden. Das Verfahren von Runge (1895)
verwendet die Ndherung

h h
m = y(t;) + 5?/(%‘) Ryt §f<ti>yi) .

Die Verwendung von Ndherungen fiir y ist der wesentliche Unterschied (und
Komplikation) zu Quadraturformeln.
Bei der Trapezformel ergibt sich

h h .
Yir1 = Yi + §f(tiayi> + §f(ti+17771) ;

wobei nun 7j; & y(t; + h). Geht man wie beim Verfahren vom Runge vor und
ersetzt man

=y +hy't;),
dann ergibt sich das Verfahren von Heun.
Die Runge-Kutta Verfahren beruhen auf folgender Wahl der Koeffizienten
E

ti+cjh ti+c;jh
n; = y(ti+cih) = y(ti)+/t_ y'(t)dt = y(ti)+/t_ f@t,y(t))dt. (8.5)

Zur Auswertung des Integrals bieten sich wieder Quadraturformeln an, wobei
man sich iiblicherweise darauf einschrinkt f(¢,y) nur an den gleichen Kno-
tenpunkten f(t; + c¢;h,n;), j = 1,..., s, auszuwerten, wie sie zur Berechnung
von ¥, .1 herangezogen werden. Das ergibt folgenden Ansatz:

S

n=Yi+h Z ajf(ti + cxh,mr) Z Ajk = Cj - (8.6)
k=1 k=1

Ublicherweise werden die Koeffizienten {aj,bj,c;} in einem quadrati-
schen Tableau zusammengefasst (das so genannte Runge-Kutta Abc),

C1 | Q1,1 Qs
Co | Q21 Q22
c| A _ C3 | az1  Aa3p2
bt N
Cg as,l GS’S,1 as,s

by by ... by bs
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wobel wir A = [a;;] € RS, b = [by,...,bs)" € R®* und ¢ = [ey,...,¢5]" €
R?® gesetzt haben. Wir sprechen ab nun von dem Runge-Kutta Verfahren
(A, b, c).

Beispiel 8.2. Fiir das explizite und implizite Euler Verfahren ergeben sich
folgende Tableaus:

0j[o 11
B

Das Verfahren von Runge kann wird mit einer trivalen Gleichung ergénzt,
um es in das allegmeine Schema zu zwingen:

o = Yi+ hleg:o 0- f(t; + ckh, nk)
m o= yi+2f(t;+h/2,n0)
Yien = Yi+hf(ti+h/2,m).

Diese drei Gleichungen werden mit folgendem Runge-Kutta Tableau beschrie-
ben
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