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Kapitel 1

Rundefehler, Kondition und
Stabilitéit

1.1 Rundefehler

Eine Fehlerquelle bei der Implementierung jedes numerischen Algorithmus
sind Daten - und Rundefehler.

Wihrend der Rundefehler in jeder einzelnen Elementaroperation (Ad-
dition, Multiplikation, Standardfunktionen, ...) in der Regel vernachléssigt
werden kann, kann es in einem Algorithmus zu einer Kumulation der Feh-
ler fithren, und sich problematisch auf das berechnete Ergebnis auswirken.
Man spricht von einem stabilen Algorithmus, wenn keine problematische
Fehlerverstarkung auftritt.

Zur genauen Untersuchung des Einflusses von Rundefehlern verwendet
man ein Modell, dass jeder Elementaroperation o auf dem Rechner die néchst-
gelegene Maschinenzahl zuordnet:

a(lo)b = Rnd(aob) .

Hierbei ist o die mathematische Grundoperation und (!o) die entsprechen-
de Realisierung am Rechner. Die Operation Rnd(x) bezeichnet die Rundung
von x zur néichstgelegenen Maschinenzahl.

Wir treffen eine (idealisierte) Annahme, dass die Rundung den tatséch-
lichen Wert mit einer bestimmten relativen Genauigkeit bestimmt,

Rnd(z) = z(1 +¢) mit |¢| < eps . (1.1)

5



6 KAPITEL 1. RUNDEFEHLER, KONDITION UND STABILITAT

Hierbei ist eps die so genannte Maschinengenauigkeit, die wie folgt defi-
niert ist:

eps = inf{|z|: 1(!-)z # 1} .
Der genaue Wert ist dabei vom Rechner abhéngig. In der Regel ist eps eine

negative Potenz von 2, also 27¢. Insgesamt ergibt sich daher eine Modell fiir
die Realisierung der Elementaroperationen am Rechner

a(lo)b=Rnd(aob) = (aob)(1l+¢) mit || < eps. (1.2)

Dieses Modell wird unrealistisch, wenn entweder das exakte oder das gerun-
dete Ergebnis 0 wird, wie wir an folgendem Beispiel demonstrieren.

Beispiel 1.1. Sei a = 5.5 und b = 5.5001. Angenommen, die Maschinenge-
nauigkeit ist eps= 0.01, dann gilt a(!—)b = 0 und somit kann (1.2), was in
diesem Fall lautet,

0=a(l=)b = (aob)(l+e)=0.0001(1+¢),

fiir kein e gelten. In diesem Fall versagt also die Modellannahme (1.1) und
jede darauf basierende Stabilitdtsanalyse. Man spricht in diesem Fall von
einem underflow.

1.2 Kondition

Im Folgenden fithren wir den Begriff der Kondition eines Problems ein: Sei
F eine reellwertigen Funktion von n reellen Variablen z; (zusammengefasst
in einem Vektor x € R"). Wir wollen die Auswertung der Funktion F' an
einem vorgegebenen Vektor x berechnen, d.h., wir wollen

y = F(x)

berechnen. Aufgrund von Datenfehlern oder fortgepflanzten Rundefehlern
wird nun die Auswertung der Funktion F' nicht an der Stelle x, sondern an
der Stelle & = z + Ax ausgewertet. Wie wirkt sich dieser Eingangsfehler auf
die Auswertung der Funktion F' aus?

Bezeichnen wir mit Ay := F(z + Az) — F(z) den Fehler im Ergebnis, so
gilt, falls F' € C'(R") ist nach dem Mittelwertsatz

Ay = F(l’l + ALEl,SL’Q -+ ASL’Q, P -+ ASL’n) — F(Il,LEQ, ,xn)

n
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wobei ¢ auf der Strecke zwischen x und z 4+ Az liegt. Ist die Ableitung
Lipschitz-stetig, dann gilt sogar

"\ OF
Ay = (z)Ax; + O(e?), (1.3)
i=1 Oz
wobei € := max;—;__,|Ax;| gesetzt wird.! Um sich die Analyse zu verein-
fachen, vernachlissigt man den O(e?)-Term und verwendet (Kups)i=1,..n =
%(m)) als ein Ma$B fiir die Verstirkung des Fehlers.

Ublicherweise ist die relative Fehlerverstirkung von groferer Bedeutung
als die absolute Fehlerverstarkung. Ein Ma$ fiir die relative Fehlerverstarkung
ergibt sich aus (1.3) unter Vernachlissigung des O(g?) Terms wie folgt:

(1.4)

Definition 1.2. Kuy, = ( OF (1)

ox;

) hei3t der Vektor der absoluten
i=1,...,n

OF T;
o, (0) Ty

Konditionszahlen. Der Vektor IC,q = (

tor der relativen Konditionszahlen.

) . heift der Vek-

Die Konditionszahlen beschreiben also die Verstdrkung der absoluten
bzw. relativen Eingangsdaten bei der Auswertung der Funktion F'. Ein Pro-
blem heifit schlecht konditioniert, wenn einer der beiden Maxima der Kon-
ditionsvektoren signifikant grofler als 1 ist. Ansonst nennt man das Problem
gut konditioniert.

Eine Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Funktionen F': R" — R™
ist leicht moglich, wenn man die einzelnen Komponenten der Funktion be-
trachtet.

Anhand von zwei Beispielen erlautern wir den Konditionsbegriff:
Beispiel 1.3. Addition: Sei F(x) = x1 + xa, & = [x1, 22]". Dann gilt fiir die

relativen Konditionszahlen

(Icrel)i = o, (x)

L i=1,2.

‘xi

1’1—|—Z’2

'Wir verwenden die Notation a. = O(g), wenn fiir ein €9 > eine von ¢ unabhiingige
Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle € € (0,&¢) die Ungleichung |a.| < Ce gilt.
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Die relativen Konditionszahlen sind somit grof3, wenn fiir ¢ = 1 oder
i = 2 der Betrag von F(x) = 1 4+ 2 sehr viel kleiner als der Betrag
von x; ist. Dieses Phédnomen bezeichnet man als Ausloschung.

Beispielsweise ergibt sich fiir

z; = 1.000001, =z =—1,
Az, =0.001, Az, =0,

Der absolute Fehler 0.001001 ist also fast gleich grof§ wie die Fehler in
den Daten. Der relative Fehler (= 0.001001/0.000001) ist also um einen
Faktor 10° groBer.

Multiplikation: Wir betrachten die Multiplikation zweier Zahlen, F'(z) = ax.
Dabei sei a ein fester Parameter und x die einzige Eingangsgréfie: In
diesem Fall lautet die absolute Konditionszahl

Kaps = |[F'(z)| = a.

Die absolute Kondition ist daher schlecht, wenn |a| sehr viel grofier
als 1 ist — in diesem Fall ergibt sich also eine starke absolute Fehler-
verstirkung. Der relative Fehler bleibt allerdings gleich (IC.e = 1).

1.3 Stabilitat

Betrachten wir nun die Implementierung eines Algorithmus (!f) als Realisie-
rung einer reellen Funktion f. Im Verlauf des Algorithmus miissen auf jeden
Fall Rundefehler mit einer relativen Genauigkeit eps in Kauf genommen wer-
den, d.h. ‘%‘ < eps. Man kann daher nicht erwarten, dass die Genauigkeit
des Ergebnisses besser ist, was nach (1.4) bedeutet, dass

'(!f)(x) — f(@)
f(z)
mit einer nicht zu grofien Konstanten C'y > 0.

Diese Form der Stabilitdtsanalyse nennt man Vorwértsanalyse und der
Algorithmus (!f) heifit vorwérts stabil, wenn (1.5) erfiillt ist. Insbesondere

Ax

< Cy|Kialeps, (1.5)
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impliziert die Annahme (1.2), dass die Grundoperationen (lo) vorwérts stabil
sind. Die Definition (1.5) gilt natiirlich auch, falls die Funktion f mehrdimen-
sional ist.

Die Riickwértsanalyse betrachten wir jetzt gleich fiir eine mehrdimenio-
nale Funktion, d.h., F' : R® — R. Wir verwenden dabei die Notation, dass
die Multiplikation und Division von Vektoren komponentenweise ist. Bei
der Riickwiartsanalyse interpretiert man die berechnete Ndherung als ex-
akte Losung eines Problems mit gestorten Eingangsdaten, also (!1F)(x) =
F(x+ Az) und untersucht die Grée |[Az|. Gibt es mehrere Urbilder x + Az,
so nimmt man traditionell eines mit betragskleinster Storung Ax. Gilt dann

Az

T

wobel |ly|| = /> i, y? die Euklidsche Norm ist, und Cr nicht zu gro8 ist,
so nennen wir den Algorithmus (IF') riickwérts stabil. Gibt es kein Urbild
x + Az, dann ist (!F') nicht riickwérts stabil. Fiir einen riickwérts stabilen
Algorithmus ergibt sich nach (1.4) und (1.6) mit Z = x + Ax

[(MF)(x) = F(2)] _ [F(7) = F(2)]

S CRePS )

| F'(z)| ()]
T—x
< H’CrelH
S ||’Crel||CRepS .

Folglich ist jeder riickwérts stabile Algorithmus auch vorwirts stabil,
wenn man Cr = Cy setzt. Die Umkehrung ist jedoch nicht richtig.
In der Folge werden wir Abschétzungen fiir den “relativen Fehler”

(1.6)

herleiten. Im Allgemeinen wird dieser Term als ein Mafl fiir die Fehler-

verstarkung von Algorithmen herangezogen und nicht H%H, da der Aus-

druck (1.6) leichter zu handhaben ist. Im Fall, dass || - || die Euklidnorm ist,
ist dieser Term stets kleiner als H%H

1.4 Vektor und Matrixnormen

Wir betrachten sowohl reelle als auch komplexe Vektoren und Matrizen.
In den nachfolgenden Betrachtungen ist es zumeist unerheblich, ob die zu-
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gehorigen Eintriage reell oder komplex sind. Fiir diesen Fall schreiben wir der
Einfachheit K fiir den entsprechenden Zahlenkorper und meinen damit, dass
die entsprechenden Resultate in gleicher Weise in R und C gelten.

Entsprechend bezeichnet K" den Raum der n-dimensionalen Vektoren
iiber K,

x1
xTr = , SL’Z'GK,

L
und K”*" den Raum der m x n Matrizen iiber K,

@11 - Qin
A= : : . ay; € K.

m1 - Gmn
Ist z € K", so unterscheiden wir zwischen
t 1xn * — = — Ixn.
=[xy, 29, ..,y € K" und z* = [Ty, T, ..., Ty) € K

bei z* sind die Eintrige konjugiert komplex. Fiir K = R stimmen z* und z*
iiberein. A® und A* in K™ sind entsprechend definiert.

Im Raum K" greifen wir gelegentlich auf die kartesische Basis {e, ..., e, }
zuriick, wobei e; = [%-];;1 den Vektor bezeichnet, der in der i-ten Kompo-
nente eine Eins und ansonsten nur Nulleintrige enthélt.

_JLi=y,
i { 0, 1#7,
ist das Kronecker-Symbol.

Beispiel 1.4. Die am héufigsten verwendeten Normen in X = K” sind die

1. Betragssummennorm: ||z|; := >, |z,

2. Euklidnorm: ||z|s := />, |2 = Va*x,
3. Maximumnorm: ||z||. := max;—

-----

Héaufigste verwendete Normen in X = K"™*" sind die
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1. Spaltensummennorm: ||A||; := maxj<j<, > o, |a; ;| : Maximum iiber
die Spalten der Summen der Betrége der Zeileneintrige.

2. Zeilensummennorm: || Ao 1= maxi<i<m ) |a;| : Maximum iiber
die Zeilen der Summe der Betréige der Spalteneintréage.

3. Frobeniusnorm: ||Al| := \/2;11 S Jaigl?

Der (quadratische) Vektorraum K"*" unterscheidet sich von den anderen
Réaumen dadurch, dass noch Multiplikation AB fiir A, B € K™ wohldefi-
niert ist.

Definition 1.5. Eine Matrixnorm || - ||5; auf K"*" heifit submultiplikativ,
falls

|AB[a < [[Allar|| B[ ar fiir alle A, B € K™ .

Eine Matrixnorm || - || 5y auf K™*™ heifit vertraglich mit der Vektornorm || - ||
auf K", falls

|Az||ar < ||A||lar]]z|| fir alle A € K™ und alle x € K" .

Definition und Satz 1.6. Sei || - || eine Vektornorm auf K". Dann ist
[Az]
Al := sup T~ = max || Az]|
w0 [zl =1
eine Norm auf K™" — die durch || - || induzierte Norm.

Die Normeigenschaften sind dabei leicht nachgerechnet.
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Beispiel 1.7. Sei A € K™ und x € K". Dann gilt

||Az||; = (Spaltensummennorm)

= > IAx)d

-3

n

E aijxj

i=1 | j=1
n n
< ZZ |aij|z;|
i=1 j=1
n n
< Z |51 Z |aij]
j=1 i=1
n n
<Y layl max Y ag]
j=1l,...n
j=1 i=1
= [l=l[[IAllx -

Also ist die Spaltensummennorm mit der Betragssummennorm vertréglich;

das bedeutet
| Az ||y

(4
Wir wollen nun zeigen, dass ||Al|; die kleinstmogliche Schranke ist, so dass

fiir alle x (1.7) gilt. Dazu werden wir ein 0 # = € K" suchen, so dass in (1.7)
Gleichheit gilt. Wir wahlen nun den Spaltenindex j, fiir den

n
1Al = la|
i=1

gilt und setzen fiir  den j-ten kartesischen Basisvektor e;. Dann gilt

| Aejll1

lejlls

< ||Al|; fiir alle 2 # 0 . (1.7)

[l = [ Aejll =

In dhnlicher Weise zeigt man, dass die Zeilensummennorm durch die Ma-
ximumnorm induziert wird.

Lemma 1.8. Die durch || - || induzierte (Matriz—) Norm |||-||| ist submulti-
plikativ und ist mit der Ausgangsnorm vertrdglich. Ist || - ||y eine andere mit
| - || vertragliche Norm, dann gilt ||| Al|| < ||A||lax fir alle A € K™,
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Beweis. e Fiir B # 0 gilt

1AB)| = sup 1427

P e

- o (1421221
Beto \ || Bz| |||

oy 1Bl B2
Bz#0 ||BIL'|| Bz#0 ”IH

o 10l 121
v#0 [yl 220 [z

_ ANIBI

Folglich ist die induzierte Norm submultiplikativ.

e Die Vertréglichkeit mit der Ausgangsnorm folgt unmittelbar aus der
Definition: Demnach ist némlich

[Az] _ [|A=]
Al = sup >

> fiir jedes x # 0,

beziehungsweise ||[Azx|| < [||A|l| ||=||-

e Sei || - [[a eine andere mit || - || vertrdgliche Norm. Nach Definition 1.6
gilt [||A|l| = ||Az]|| fir ein gewisses © € K™ mit ||z|| = 1, und aus der
Vertréglichkeit der zweiten Matrixnorm folgt daher

AN = 1Az < [Allallll = (| Allar -
O

Die vermutlich wichtigste Norm in K" ist die Euklidnorm. Wir werden
uns nun mit der durch die Euklidnorm induzierten Matrixnorm in K™*™
(muss nicht notwendigerweise eine quadratische Matrix sein) beschéftigen.
Diese induzierte Norm heifit Spektralnorm

4]z = max | Az
= Az)*(A
[max /(Az)*(Az) (1.8)

= max Vz*A*Az .

l[z]l2=1
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Die Spektralnorm ist nicht mit dem Spektralradius p(A) einer quadrati-
schen Matrix A € K™*" zu verwechseln: Ist 0(A) die Menge aller Eigenwerte
von A, dann ist der Spektralradius gegeben durch

p(A) :=max{|\|: A € o(A4)}, (1.9)

also dem betragsgroBtem Eigenwert der Matrix A. Zwischen Spektralradius
und Spektralnorm besteht folgender Zusammenhang;:

Satz 1.9. Fir jede Matriz A € K™*" ist ||All2 = v/p(A*A).

Beweis. A*A ist hermitesch und positiv semidefinit 2, denn z*(A*A)z =
|Az||2 > 0. Demnach existiert eine Orthonormalbasis {zy,...,x,} von K"
aus Eigenvektoren von A* A3 mit zugehorigen Eigenwerten

M=z 2 A, 20

Jeder Vektor x € K" mit ||z||; = 1 ldsst sich in dieser Basis entwickeln, d.h.,
es existieren (; € K, i =1,---n,so dass v = Y . | Gz; und

n n
l=a"z= ngf Z Gz
i=1 j=1
n
=Y GG

1,j=1

= GGy

i,j=1

n
= Z |Ci|2 ’
i=1

2Eine Matrix B € K™*" heifit hermitesch, falls B* = B. Sie heiit positiv semidefinit
falls || Bz||3 > 0 fiir alle z € K™.
3Wir wollen Eigenwerte immer so verstehen, dass die Euklidnorm auf 1 normiert ist
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T A*Ax = iax;A*A Xn: ;i
i=1 Jj=1

=) G

h,j=1

= > GGG

ij=1

- Z |Ci‘2>\i
i=1
<MY IGE
i=1

:>\1.

Mit anderen Worten: Es gilt max,,—; 2*A* Az < A;. Es gilt aber auch fiir
r = T

I’IA*Al’l = l’i)\ll’l = )\1

und daher max|,—1 2*A*Ar = A\ = p(A*A). Zusammen mit (1.8) folgt
daher die Behauptung. O

Satz 1.9 erklért, warum die durch die Euklidnorm induzierte Matrixnorm
Spektralnorm genannt wird! Allerdings ist nicht das Spektrum von A ent-
scheidend, sondern das von A*A. Die Berechnung der Spektralnorm benétigt
den grofiten Eigenwert von A*A und ist deshalb viel aufwendiger als die Be-
rechnung der Zeilen- bzw. Spaltensummennorm. Fiir viele Anwendungen ist
aber eine Abschéitzung des grofiten Eigenwertes von A*A ausreichend. Ein
solche Abschéatzung beweisen wir nun.

Satz 1.10. Fir A € K™ gilt ||Alls < /AL A .

Beweis. Nach Satz 1.9 ist ||A||2 der groBte Eigenwert von A*A. Sei x; ein
zugehoriger Eigenvektor (mit ||zi|| = 1) und #; = z1/||x1/|1. Insbesondere
gilt ||Z1||y = 1. Da die Spaltensummennorm durch die Betragssummennorm
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induziert in K™ und K" induziert wird, gilt

[Az |5 = [|A* A |4
< | A [[AZ1 ][
< A1l ]2
= A%l Al -
Da ||A*||1 = ||A|| gilt, folgt die Behauptung. O

Eine wichtige Anwendung von Matrixnormen ergibt sich bei der Bestim-
mung der Kondition des Problems. Ein lineares Gleichungssystem zu lésen
sei A € K™*™ nichtsinguldr und Ab ein Eingangsfehler, dann gilt

r=A"bund v+ Az = AN b+ Ab) = A0+ ATTAD.
Also ist der Fehler in der Losung
Az =ATAb.
Sind die Matrixnorm || - ||3s und die Vektornorm || - || vertriglich, dann gilt

|Az| _ J[AZ'Ab|
] ]

oAb A
< A 1 ||

I e e
b

151

(1.10)

< A7 Il Allar

Definition 1.11. Der Faktor
conda(A) = [ A7 |ar ]| Allas
wird als Kondition der Matrix A bzgl. der Matrixnorm || - || bezeichnet.

Aus der Abschétzung (1.10) sieht man, dass die Kondition einer Matrix A
eine skalare Operation ist (dhnlich zur relativen Konditionszahl einer skalaren
Operation). Die Abschéitzung (1.10) ist scharf, in dem Sinn, dass man immer
einen Fehlervektor angeben kann, so dass in der Ungleichung Gleichheit gilt.



Kapitel 2

Eliminiationsalgorithmen

Der grundlegende Baustein aller numerischen Algorithmen ist die Losung
linearer Gleichungssysteme. Es gibt eine grofie Anzahl von verschiedenen
Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme. Eine kleine Anzahl solcher
Verfahren wird in dieser Vorlesung behandelt.

2.1 Die LR-Zerlegung

Der wichtigste Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme ist der
Gauf-Algorithmus, welcher implizit eine Zerlegung einer Koeffizienten-
matrix A in zwei Dreiecksmatrizen bewirkt. Diese, sogenannte L R—Zerlegung
werden wir jetzt studieren.

Wir betrachten zunéchst einen beliebigen Vektor z = [z1,...,z,|" € K"
und nehmen an, dass z; # 0 ist. Mit e, bezeichnen wir den k-ten kartesischen
Einheitsvektor in K™. SchlieSlich sei

Lk =1- lkez, (21)

mit I, = [0, ..., 0, lgs1ky ooy bng)” € K® mit iy = 25/2p, j =k +1,...,n. Somit

17
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ist
1 0 01 r 2 T2 ]
0 :
_lk—i-l,k 1 - Lk+1
: : 00 :
_0 . 1_ L Tn [ 0

Matrizen der Form L, konnen also benutzt werden, um die unteren n — k
Eintrédge eines Spaltenvektors zu Null zu transformieren.

Sei A = Ay = [a;j];; eine n x n-Matrix und z = [as]; € K" die erste
Spalte von A;. Wenn aq; # 0 ist, dann gilt mit der Matrix Ly = I — 1€}

10 O- -CLH a1 - aln_
—lypn 1 0 0 agr Gz - Agy
LA =] —la 0 1 0 as; s - Asp
: L0
~ly 0 -+ 0 1 Qp1 QApa *++  Qpn
- LT - (2.2)
ai; a2 - Qi
0 ay - ay
Y N
0 o )

Dies entspricht dem ersten Schritt im Gau$-Algorithmus. Wenn ag) # 0 ist,
wéhlen wir in einem zweiten Schritt (k = 2) fiir = die zweite Spalte von A,
also x = [aj, a§22), e agz)]t. Mit der zugehorigen Matrix Ly = I — lyed ergibt
sich dann entsprechend Az = Ly A,, wobei:

1 0 N () ai; a2 Qi3 - Qin
0 1 0 - -0 0 ay) aff -+ af)
. 0 —lsg 0 - - 0 ) 0 0 daf - &
2 0 —lpp O 1 0 - 3 0 0 o -
P PRI L :

|0 o e 1 0 0 ON agz_
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Geht man auf diese Art und Weise weiter fort (immer vorausgesetzt, dass das

Pivotelement ag) von Null verschieden ist), dann erhélt man nach (n — 1)

Transformationen schliellich eine obere Dreiecksmatrix R := A, und es gilt:
R=L, 1A, 1 =L, 1L, o---L1A.

Mit anderen Worten: Es ist
A=LRmit L=L7'Ly - L1 . (2.3)

Die inversen Matrizen L; ' konnen explizit angegeben werden. Aus dem fol-
genden Resultat sieht man insbesondere, dass L tatséchlich eine Dreiecksma-
trix ist.

Satz 2.1. Es ist L;' = I + lie} (man beachte L; = I — lie}) und L =
I+lief+--+ e .

Beweis. Es gilt

T 0
7= [0, 0 17 0 =y
eil] - [07 7071707 70] lj—i—l,j _{ lz’,j 22]+1 : (24)
L ln,j .

Daraus folgt zunéchst die erste Behauptung, denn
= (efl; = 0 wegen (2.4))
=1.

Die spezielle Form von L ergibt sich induktiv: Dazu nehmen wir an, dass fiir
ein 1 <k <ngilt

L' L' =T+ hel+-+ e .

Fiir £ = 1 ist diese Gleichung wegen des ersten Teils des Beweises erfiillt.
Aus Li}, = I + 1€}, folgt dann

Ll—l .. Ll;—il—l = ([_|_ [16“{ 4+ -4 lke;;)(]—l— lk+1€]t+1) )
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und wegen (2.4) ergibt dies

k
Lyt Lty =T+ hei+ o+ ek + lieipn + Y L€ lachy
=1
=(eilpp1 =0 fiiri=1,--- k)
] -+ lle’f + -+ lkez + lk+1€z+l .

Damit ist die Induktionsbehauptung auch fiir £ + 1 erfiillt. O

Wird im Verlaufe des GauB-Algorithmus ein Pivotelement ag? Null, so
bricht der Algorithmus zusammen. Sind hingegen alle Pivotelemente fiir ¢ =
1,---,n von Null verschieden, dann haben wir insgesamt folgendes Resultat
bewiesen:

Satz 2.2. Falls kein Pivotelement Null wird, bestimmt der Gauf-Algorithmus
eine LR-Zerlegung.

1 [ a1 a2 a3 - an,

by 1 afy ag - af)

A=LR=|la lx 1 a%) :(;;L)
: : : 0 : :

b Lo o L 1] o |

in eine linke untere und eine rechte obere Dreiecksmatrix.

Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen konnen unmittelbar durch Vorwérts-
bzw. Riickwértssubstitution gelost werden. Somit erméglicht die L R-Zerlegung
in einfacher Weise die Losung eines linearen Gleichungssytems Ax = b.

Algorithmus 2.3. 1. Zerlege A = LR mit dem Gauf-Algorithmus
2. Lose Ax = LRx = b in zwei Schritten wie folgt:

e Lose Ly = b durch Vorwéartssubstitution

e Lose Rx =y durch Riickwértssubstitution

Da Ax = L(Rx) = v ist = die gesuchte Losung des Gleichungssystems
Axr =b.
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Im Folgenden berechnen wir den Aufwand der LR-Zerlegung. Aus (2.2)
erkennt man, dass eine Matrix-Matrix-Multiplikation Ay, = LA, genau
(n — k)? Multiplikationen kostet. Dazu kommen noch (n — k) Division um
den k-ten Spaltenvektor [ ([ay,?]/ a,(jc)) zu bestimmen. Insgesamt ergibt sich
also ein Gesamtaufwand in der LR-Zerlegung von

kz;l(n —k+ 1)(” — ]{J) = ;(] + 1)] _ (n — 1)72(271 . 1) . n(n2_ 1)
= 30+ 00)

Multiplikationen und Divisionen.

Der Aufwand zur Berechnung der eigentlichen Losung ist gegeniiber dem
Aufwand der Berechnung der L R-Zerlegung vernachléssigbar: Dazu ist zunéchst
fiir jeden Eintrag von L, der von Null und Eins verschieden ist, eine Mul-
tiplikation erforderlich. Die gleiche Anzahl von Multiplikationen werden bei
der Riickwartssubstitution mit R gebraucht, zuziiglich n Divisionen durch
die Diagonalelemente. Insgesamt ergibt sich also ein Aufwand von Multipli-
kationen und Divisionen von

(n—1)°
2

(n—1)%

(Vorwértssubstitution) + 5

+ n(Riickwértssubstitution)
=n’—n+1

Multiplikationen bzw. Divisionen.

Der Aufwand der Additionen und Subtraktionen ist im Regelfall von der
Rechenzeit her vernachléssigbar, und wird deshalb in den Aufwandsberech-
nungen im allgemeinen auch vernachléssigt.

Bewihrt hat sich der GauBalgorithmus mit Spaltenpivotsuche (partial
pivoting), bei der im i-ten Teilschritt das Element al(f)l (1 < k < mn) als Pivot-
Element gewédhlt wird, das relativ zur Betragsummennorm der jeweiligen
Zeile am betragsgrofiten ist, d.h., fiir das

ay)

S lag)]

beziiglich £ maximal wird.
Mit Spaltenpivotsuche wird die Matrixformulierung des Gauf3-Algorithmus
schwieriger. Werden vor dem i-ten Eliminationsschritt beispielsweise die i-te
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und die j-te Zeile vertauscht, dann kann dies auch mit einer zugehorigen
Permutationsmatrix

1

beschrieben werden. In der obigen Matrix grenzen die eingezogenen Teile
den Bereich zwischen -ter und j-ter Zeile bzw. Spalte ab. Es gelten folgende
Rechenregeln:

e Multiplikation einer Matrix A mit P; von links (also P;A) entspricht
einer Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile von A;

e Multiplikation einer Matrix A mit P; von rechts entspricht einer Ver-
tauschung der i-ten und j-ten Spalte von A.

o P2=1.

(2

Werden also vor dem i-ten Eliminationsschritt die i-te und j-te Zeile von A
vertauscht, dann bedeutet das, dass in dem Eliminationsschritt die Elimina-
tionsmatrix L; von links an P;A; heranmultipliziert wird, also

Lemma 2.4. Sei k < i, P; wie in (2.5) und Ly = I — lye; (wie in (2.1)).
Dann ist P;L, = LiP;, wobei Ly bis auf eine Vertauschung von l;, und Ly
wieder die Form (2.1) hat.

Beweis. Aus P? = I folgt

PiLy = PLy P} = (P,Ly P,) P;
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Es bleibt zu zeigen, dass ﬂk := P,L, P, die behauptete Gestalt hat. Aufgrund
der oben angefiihrten Rechenregeln mit P; folgt weiter:

Ly = (P.L)P;

—lik 0 1

—ln i 1
0

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir folgendes Resultat iiber den Gauf-
Algorithmus mit Spaltenpivotsuche beweisen:

Satz 2.5. Ist A nichtsingulir, dann definiert der Gauf-Algorithmus mit Spal-
tenpivotsuche eine Zerleqgung der Matrizc PA = LR, wobei R = A,, eine rechte
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obere Dreiecksmatrix ist, fir die gilt A;yw = L; P;A;, und P; eine Permuati-
onsmatrix ist. Die linke untere Dreiecksmatrix ergibt sich durch Vertauschen
geeigneter Elemente in den Spalten der Matriz L aus Lemma 2.1.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass der GauB-Eliminiationsalgorithmus
mit Spaltenpivotsuche nicht zusammenbricht (was bedeutet, dass das Pivot-
element nicht 0 wird). Dann ergibt sich aus (2.6) (A1 = L;PA;) durch
sukzessives Anwenden von Lemma 2.4:

R = An = Ln—lpn—lAn—l = Ln—lpn—an—2Pn—2Ln—3Pn—3 A
= Ln—lin—2pn—lpn—2Ln—3Pn—3 A
= Ln—l£n—2£n—3pn—lpn—2pn—3 AL

Hierbei bezeichnet En_g die Matrix, die sich geméf Lemma 2.4 aus L,_3 nach
dem Vertauschen mit P,_s und P,_; ergibt. Setze L,,_1 = L,,_1, so gilt

R=1L, - IP, - -PA=1L, , --L PA.

D.h., auch die Elemente von L unterscheiden sich von den Elementen von L
aus Lemma 2.1 lediglich durch Permutationen.

Zu klaren bleibt schliellich noch, dass der Gaufl-Algorithmus mit Spal-
tenpivotsuche nicht abbricht, also dass alle Pivotelemente nach der i-ten
Spaltenpivotsuche von Null verschieden sind. Wéare etwa das Pivotelement
nach dem i-ten Teilschritt tatsdchlich Null, dann sind zwangslaufig wegen
der Auswahlregel alle Elemente at" j > 1, gleich Null, d.h.,

J’Z’
a,171 .. a/17’i . e .« .. a/17n
A= 0 apiv1 - Gin
L 0 Apiv1 °° App

Die Determinante des rechten unteren quadratischen Blocks ist demnach Null
und daher ist auch die Determinante von A; Null. Durch den Produktsatz
fiir Determinanten folgt daraus aber

O—det( ) det( i— 1PZ’_1"'L1P1A)

= <H det ( ﬁdet ) det (A) .
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Da die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix das Produkt der Dia-
gonaleintrége ist, ist det (L;) = 1. Die Permutationsmatrizen P; erfiillen
det (P;) = £1. Somit folgt aus obiger Gleichung, dass A singulér ist. Was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht. O

Fiir eine spezielle Klasse von Matrizen kann auf die Spaltenpivotsuche
verzichtet werden, da ohnehin niemals Zeilen vertauscht werden. Eine solche
Klasse ist die Klasse der strikt diagonalen Matrizen.

Definition 2.6. Eine Matrix A heifit strikt diagonaldominant, falls

|aii| > Z|a,-j| firallesi=1,---.,n.
J#

Satz 2.7. Ist A strikt diagonaldominant, dann wdihlt die Pivotsuche in jedem
Eliminiationsschritt das Diagonalelement at; als Pivotelement aus. Insbeson-
dere existiert also eine LR-Zerlequng von A und A ist nicht singuldr.

Mit der Spaltenpivotsuche arbeitet der Gaufl-Algorithmus in der Praxis
sehr zuverlédssig, obwohl immer noch Beispiele konstruiert werden kénnen,
bei denen selbst diese Pivotwahl versagt. In solchen Ausnahmefillen kann
man statt dessen eine andere Pivotstrategie verfolgen, die so genannte To-
talpivotsuche (total pivoting). Dabei wihlt man vor dem i-ten Eliminia-
tionsschritt aus dem gesamten rechten unteren Matrixblock (also aus den
Indizes (j, k) mit i < j,k < n) das Element a% als Pivot-Element aus, das
betragsmiflig am grofiten ist (kein relatives Kriterium). Das entsprechende
Element (etwa a%) wird an die (i,)-te Position gebracht, indem wie zuvor
die Zeilen j und ¢ und zusétzlich noch die Spalten £ und ¢ vertauscht werden.
Letzteres wird formal dadurch beschrieben, dass A mit einer Permutations-
matrix @); von rechts multipliziert wird (Q); sieht wie die Permutationsmatrix
in (2.5) aus, wobei k die Rolle von j iibernimmt). Entsprechend zu (2.6),
ergibt dies die Matrixtransformation

Ai—l—l = LZPZAZQZ7

und man erhélt schliellich die LR-Zerlegung der Matrix PAQ mit Q) =
Q1 Qn1.

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse iiber den Gauf-Algorithmus in einer
Tabelle zusammen
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Verfahren | Aufwand
ohne Pivotierung %n‘g + O(n?)

mit Spaltenpivotierung §n3 + O(n?)
mit Totalpivotierung | sn° + 031 | %)

2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Wir betrachten zunéchst eine “Blockversion” der LR-Zerlegung. Dazu parti-
tionieren wir eine gegebene Matrix A € K™*™ in die Form

A= An A mit nichtsingularem A;; € KP*? .

Ay Agy
Dabei ist A1, € KPP Ay € KP)*P yund Ay € KP)*(=P) Bei der
Block-LR-Zerlegung von A gehen wir analog zum vorigen Abschnitt vor und
faktorisieren

A= All A12 _ I o All A12
A21 A22 A21A1_11 1 0 S

mit

S - A22 - A21A1_11A12 . (27)

Definition 2.8. Die (n —p) x (n — p)-Matrix S aus (2.7) heifit Schurkom-
plement von A bzgl. Ay;.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b kann durch (Block)—
Vorwiarts— und Riickwiértssubstitution erfolgen: Dazu werden die Vektoren x
und b € K" in ihren ersten p Komponenten z1,b; € K? und die restlichen
Komponenten xs, ps € K" P zerlegt, d.h. wir betrachten das System

[ Ay, AI_I{ g } [ z; } = [ Z; } (Vorwirtssubstitution)
A Ap Ty | _ | .. .. c
[ 09 } [ . } = [ ” } (Riickwértssubstitution)) .

Die Vorwértssubstitution ergibt also Hilfsvektoren

Y1 = bl )
Y2 = by — AzlAl_llbl
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aus denen dann durch anschlieende Riicksubstitution das Ergebnis berech-

net wird: ) ) )
To =Sy =8 (by — Ay A1 b1),

Ir = Al_ll(bl — Aml’g) .
Letzteres ist allerdings nur moglich, wenn S nichtsingulér ist.

Lemma 2.9. A sei hermitesch und positiv definit. Dann ist fir jedes 1 <
p < n die Submatriz Ay1 hermitesch und sowohl Ay, wie S sind hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Wegen
A Ap x Al A5 ]
{ Ag1 Ag ] [ Aly A

ergibt sich
A11 = ATl s A22 = A;Z und A12 = A;l .

Folglich ist A;; hermitesch und fiir einen beliebigen Vektor x € KP gilt

z ] T )" [ Anz .
< = =
wobei Gleichheit wegen der positiven Definitheit von A nur dann gelten kann,

wenn x = 0. Also ist Aj; ebenfalls positiv definit und A} existiert. S ist
somit wohldefiniert mit

St = A§2 - A>1k2A1_1*A§1 = Ay — A21A1_11A12 =S.

Schliefflich definieren wir fiir einen beliebigen Vektor y € K" P den zu-
gehorigen Vektor o = — A" Aoy € K? und erhalten

o< [s s

L Y ] Y
(2] [ Anx + Ay
__y_ _A21$C+A22y}
REAN —Apy + Ay
Ly _—A21A1_11A12?J+A22?J}
20T O}
Ly [ Sy

=y Sy,
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wobei wiederum Gleichheit nur fiir y = 0 gelten kann. Damit ist S auch
positiv definit. O

Beim Gauf-Algorithmus wird die Matrix A in das Produkt A = LR
einer linken unteren und einer rechten oberen Dreiecksmatrix zerlegt. Von
besonderem Interesse ist der Fall R = L*.

Definition 2.10. Eine Zerlegung A = LL* mit unterer Dreiecksmatrix L
mit positiven Diagonaleintriigen heiit Cholesky-Zerlegung von A. !

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-Zerlegung
gibt das folgende Resultat.

Proposition 2.11. Hat A eine Cholesky-Zerlegung, dann ist A hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Aus A = LL* folgt unmittelbar
A*=(L")'L*=LL" = A;
Also ist A hermitesch. Ferner gilt
v*Ar = v*LL*r = (L*x)*L*z = |[L*z||5 >0, x€K".

Dabei gilt Gleichheit genau fiir x = 0, da L positive Diagonaleintrége hat und
somit nicht singulér ist - dies folgt aus der Tatsache, dass die Determinante
einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemente ist. Folglich ist A
positiv definit. O

Tatséchlich ist diese Bedingung an A auch hinreichend.

Satz 2.12. Ist A hermitesch und positiv definit, dann existiert eine Cholesky-
Zerlegung von A.

Beweis. Der Beweis wird induktiv iiber die Dimension der Matrix gefiihrt,
wobei fiir n = 1 die “Matrix” nur aus dem Element aq; besteht, das positiv
sein muss, da die Matrix A = a1 positiv definit ist. Also kann man fiir n = 1
einfach L = [\/aq1] setzen.

IDie Cholesky-Zerlegung soll eindeutig sein, was unter der Voraussetzung positiver
Diagonaleintréige garantiert werden kann.
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Sei nun die Behauptung fiir alle Matrizen der Dimension n — 1 korrekt
und A eine beliebige n x n Matrix. Dann partitionieren wir

A= | 0 R i g, € ROSDX0) und Apy = A3,
Ag1 Ay

Nach Lemma 2.9 ist a;; positiv und das Schurkomplement S = Ay —
Ag1 A /ay; € Ke=Ux(=1 yon A bzgl. ay; ist hermitesch und positiv de-

finit; daher existiert ly; := /a;; > 0 und aufgrund der Induktionsannahme
hat S eine Cholesky-Zerlegung S = LgL§. Wir setzen

Ly 0 * L A/l ]
L - ) L = * )
[ An/ln Ls } [ 0 Lj

und dann folgt

LL*:[ lhn 0 ]{111 A12/l11:|:|: 12 A12] .

A21/l11 LS 0 Lg A21 B
mit
1 . 1
B - TA21A12 + LsL == —A21A12 + S == A22 .
I a1
Also ist
* apn A
LL* = =A
{ Ay Ap ]
eine Cholesky-Zerlegung von A. O

Die Berechnung der Eintrige von L erfolgt sukzessive durch zeilenweise
Koeffizientenvergleich bei dem Produkt A = LL*,

air a2 o Ay h -0 il ¢ la
Qg1 Q2 1 Q2 | _— b I - log 1 o
Ap1  QAp2 : Qpn lnl ln2 lrm 0 lrm
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Auf diese Weise ergeben sich die Eintrage von L in der folgenden Weise:

a1l = |l11|2 lh = v a11

a9l = 121E l21 = a2l/m

ag = |lo1[* + |lo2|? log = /@ — |la1]?
_ = _

az1 = liln o i =asi/ln

azo — 131121 + 132122 132 = (a32 - l3ll21>/l22

asz = |ls1|* + |l32]* + |133]? I3z = \/ass — [l31]> + |l32[?

Die Losbarkeit dieser (nichtlinearen) Gleichungen ist durch den Existenzbe-
weis (Satz 2.12) gewéhrleistet, d.h. alle Quadratwurzeln existieren und die
resultierenden Diagonalelemente [;; von L sind ungleich Null. Aus dem Al-
gorithmus ldsst sich nun sofort folgendes Resultat ableiten

Korollar 2.13. Die Cholesky-Zerlequng einer hermiteschen positiv definiten
Matriz A ist eindeutig bestimmd.

Wie man aus dem Algorithmus sofort sieht, ist der Aufwand zur Berech-
nung von /;; (mit ¢ > j) maximal j Multiplikationen, Divisionen und Wurzeln
(der Aufwand zur Berechnung der Additionen wird wieder vernachléssigt).
Demnach ergibt sich ein Gesamtaufwand bei der Berechnung der Cholesky-
Zerlegung von

& nn+1)?* nnh+1)2n+1) 1 4

D (n+l-jg)j= g - - = ~n'+ 0’

J=1

Die Cholesky-Zerlegung kann genauso eingesetzt werden, wie die L R-Zerlegung.
Sie hat den Vorteil, dass sie etwa nur halb so viel kostet. Dariiberhinaus ist
ein entscheidender Vorteil der Cholesky-Zerlegung, dass LL* immer hermi-
tesch und positiv definit ist, selbst wenn L aufgrund von Rundefehlern nur
eine Ndherung an den exakten Cholesky-Faktor sein sollte. Wird hingegen
eine L R-Faktorisierung der hermiteschen, positiv definiten Matrix A berech-
net, dann ist wegen der Rundefehler nicht gewéhrleistet, dass das Produkt
LR hermitesch und positiv definit ist.
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2.3 Die QQR-Zerlegung

Bisher haben wir uns nur mit der Zerlegung von quadratischen Matrizen
beschéftigt. Es gibt aber viele Anwendungen - auf die wir spéter noch zuriickkommen
werden — die eine Zerlegung von rechteckigen Matrizen erfordern. Ein solcher
Algorithmus ist die Q R-Zerlegung, mit dem wir uns im folgenden beschéftigen
werden. Dazu brauchen wir einige Hilfsmittel.

Definition 2.14. Sei v € K"\{0}: Dann heifit die Matrix

2
P:I—TUU*EKTXT
Vv

Householder-Transformation.

Lemma 2.15. Die Householder-Transformation P ist eine hermitesche, unitdre
Matrix mit
Pv = —v und Pw = w fiir alle w € [v]* .

Beweis. Aus der Definition von P folgt

2 2 5
Py =10; — E“ﬂ’_j = 10;5 — Wvﬁi =Py =Py

Also ist P hermitesch. Auflerdem ist P unitér, denn

4 4 4
vut + v =1 — —ov"+ —w* =1.
v*v (v*v)? v (O

P*P=P'=1]—

Schliellich ergibt sich fiir den Vektor v aus der Definition von P und fiir
beliebiges wlv (d.h. v*w = 0)

2
Pv=1Iv——v(wv)=v—-2v=—v,
V¥V

2
Pw=1w—-——v@ww)=w—-0=w.
v*U

0

Abbildung 2.1 illustriert Lemma 2.15, nach der eine Housholdertransfor-
mation eine Abbildungsmatrix einer geometrischen Spiegelung ist.
5
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-Pv v

Abbildung 2.1: Householder-Transformationen sind Spiegelungen

Insbesondere lassen diese Spiegelungen die Euklidnorm invariant, denn es

gilt
|Pz||3 = (Px)*Pr = 2*P*Px = o*x = ||z|3 . (2.8)

Wir verwenden nun Householder-Transformationen, um — &hnlich zu den
GauB-Eliminiationsmatrizen Lj, — eine (nicht notwendigerweise quadratische
Matrix) auf “obere Dreiecksform” zu transformieren. Wie das bei einer recht-
eckigen Matrix zu verstehen ist, wird gleich klar werden.

Wir konstruieren zunéchst eine Householder-Matrix P, die einen beliebi-
gen Vektor z € K"\{0} auf ein Vielfaches von e; € K" transformiert. Das
heiBt, wir wollen einen Vektor v € K"\{0} finden, sodass gilt

2 . i
Pr =2 — ﬁv(v x) = Cey mit |C] = ||z||2- (2.9)
Wir wahlen
C— —HIHQ f ur 1’120,
Damit gilt

B l’/”l’“g—i-el fﬁl‘l‘lzo,
v L (m + ml'x”zel) firz #0

llz]l2 |1
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Damit gilt
v'o =24 2|z /||z]e -

Weiters ist fiir z; # 0

Pr=x— —uv(v'r)
v

lzllo + [21]  |z1]2 4+ 21|12 ]| 200

. (2.10)
2420z |/|lzlla |zallz]l2
T
= ——lz[]2e1
|21
und fir z; =0
Pr =z — ||z||2v = —||z||2e1 (2.11)

Bezeichnet z; die erste Komponente von x, dann ergibt dieser Ansatz

2

* @ * (67 @)
vx:\§|+mx1 und v U:1+2le+W.
Daraus folgt
2¢% + 20y 20(? + 201,

Pr==z

2+ 2am; Yot C% 4 2axy Tzt

Satz 2.16. Sei A € K™*" mit m > n und Rang(A) = n. Dann existiert eine
unitdre Matriz QQ € K™ ™ und einer obere Dreiecksmatriz R € K™*™ mgit

i1 - Tin
A=QR=0Q
TTL’I’L
0 --- 0
Dabei sind ri1,- -+, rpn jeweils von Null verschieden.

Beweis. Wir bestimmen die gesuchte Zerlegung, indem wir in jedem Schritt
eine Householder-Transformation von links an A heranmultiplizieren, um
sukzessive die Spalten 1 bis n von R zu erhalten. Dies ergibt dann die Dar-
stellung

P,---PA=R (2.12)
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mit Householder-Transformationen P;, und daraus folgt dann die () R-Faktorisierung
A=QRmit Q=P---P =P ---PF,.

Im ersten Schritt setzen wir A; = A und fiir x die erste Spalte a; von A;
und bestimmen die Householder-Transformation P; € K™*™ gemif (2.10).
Es folgt

Pray =rper, = =x|afl2 #0,

beziehungsweise
IR EEAY! ‘ * ok Ok : (m—=1)x(n—1)
PlA—{ 0‘ I ]rmtAgeK )
Nehmen wir an, dass wir nach ¢ Schritten Householder-Matrizen Py, --- , P;
konstruiert haben mit
e -0 T
P PA= R R (2.13)
Tii
0 --- 0 ‘ A1

wobei R € K> und A, € Km=)x®m=i),

Im néchsten Schritt kénnen wir daher fiir z € K™ die erste Spal-
te a;41 von A;yq wihlen und konstruieren die Householder-Matrix P, €
K(m=9x(m=1) jiber einen Vektor v € K™ gemif (2.10). Auf diese Weise
ergibt sich

7“‘+1i+1‘* * *
Pl A, = |—=

14i+1

o O‘ Aito

mit Tit1,i+1 = :l:’|ai+1H2 §£ 0 . Somit fOlgt mit

110
P =
wo= ol

i -0 T
. : R!
B+IB"'P1A: 0 T
0 - 0 Titlipl | ¥ % %
i 0 --- 0 0 ‘ Ao

Man beachte, dass sich in jedem Schritt die ersten ¢ Zeilen nicht veréndern.
U
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Wir fassen nun den Algorithmus der @ R-Zerlegung zusammen:
Algorithmus 2.17. for 1 =1,---,n

e Setzung: a; sei die erste Spalte von A; und a;1 ihre
erste Komponente (vgl. (2.13));

ail
lai1]

® setze v = L#—%el, Beachte, dass man hier =1 setzen
1

llaill2

muf3 fir a; =0. (vgl. (2.10) und (2.11) );

2

v*v

e setze (=

3

e berechne w = Ajv;

ersetze A;;; durch A; — fvw*;
end for
Der Gesamtaufwand der QR Zerlegung ist
mn? — 1p? + O(mn) .
Die QR-Zerlegung gehort zu den stabilsten Algorithmen in der numeri-

schen linearen Algebra. Der Grund ist, dass die Orthogonalitdtstransformationen
wegen condz(Q)) = 1 keinerlei Fehlerverstiarkung hervorrufen.
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Kapitel 3

Iterationsverfahren

Wenn die Matrizen sehr grofl sind, verbieten sich Eliminationsverfahren we-
gen ihres hohen Aufwands. Zudem sind die groflen, in der Praxis auftre-
tenden Systeme meist diinn besetzt, d.h. nur wenige (etwa 10 Eintrdge pro
Zeile) sind ungleich Null. Typische Beispiele sind Steifigkeitsmatrizen, die
bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen auftreten. Obwohl die
Matrix eines solchen Problems wegen der Diinnbesetztheit noch gut in den
Speicher passen mag, trifft dies fiir die Faktorisierung L und R nicht mehr
zu. In solchen Fillen behilft man sich gerne mit Iterationsverfahren, die das
Gleichungssystem zwar nicht exakt, aber hinreichend genau l6sen.

Bevor wir konkrete Verfahren vorstellen, wiederholen wir ein fundamen-
tales Resultat aus der Analysis, den Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 3.1. Sei @ : K — K eine (nichlineare) bzgl. || - | kontrahierende Selbst-
abbildung einer abgeschlossenen Teilmenge KK C K", d.h.,

|P(z) — P(y)|| < qllx — vyl fir ein g <1 und alle x,y € K .
Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine Liosung & € K, und

die Iterationsfolge {x®™} mit 2 € K beliebig, x*t1) = &(2®) fiir k =
0,1,2,-- -, konvergiert gegen & fiir k — oo. Dariiberhinaus ist fir k > 1

1. ||lz® — 2| < q||la®*=Y — 2| (Monotonie);
2. a® — || < Lz — 2O (a-priori Schranke);

3. Nla® — 2| < 7L [la® —2® V|| (a-posteriori Schranke);

37
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Der Banachsche Fixpunktsatz lasst sich nun wie folgt zur Konstruktion
konvergenter Iterationsverfahren zur Losung nichtsinguldrer linearer Glei-
chungssysteme Ax = b mit A € K"*" und b € K" verwenden: Man wahlt
eine additive Zerlegung von A,

A=M-N,

wobei M invertierbar sein soll und bringt die Gleichung Ax = b auf “Fix-
punktgestalt”
Mz =Nz +bbzw. x =Tx+c (3.1)

mit 7' = M~'N und ¢ = M~'b; die rechte Seite Tz + ¢ entspricht also der
(hier affin linearen) Funktion ®(x) aus Satz 3.1.

Algorithmus 3.2. (Allgemeines Iterationsprinzip fiir lineare Glei-
chungssysteme)

e Wihle A= M—N mit invertierbarem M und z(”) € K" beliebig

e for k=1,--- 1lose

Mz®) = No®=D b (3.2)

Es ist offensichtlich, dass ein solches Verfahren nur dann sinnvoll ist, wenn
Gleichungssysteme mit der Matrix M erheblich einfacher zu l6sen sind als
Gleichungssysteme mit A, und wenn die Matrix-Vektor-Multiplikation mit N
billig ist (etwa, wenn N diinnbesetzt ist). Zur Konvergenz dieses Verfahrens
gibt der Banachsche Fixpunktsatz die folgende Auskunft:

Satz 3.3. Ist|||-||| eine Matriznorm, die mit der Vektornorm || - || vertraglich
1st, und ist
[N < 1,

dann konvergiert das Iterationsverfahren (8.2) fir jedes £(©) gegen A~'b.

Beweis. Wir setzen ®(z) = Tx +c mit T = M'N und ¢ = M~'b. Aus
(3.1) ist offensichtlich, dass alle Losungen von Az = b auch Fixpunkte der
Fixpunktgleichung x = ®(z) sind und umgekehrt. & = K" ist abgeschlossen
und wegen der Linearitét von T folgt

[@(z) = ()| = [IT(z = 2)[| < [Tl |2 = =],
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und damit ist auch die zweite Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes
mit ¢ = |||M~IN||| erfiillt. Also konvergiert die Folge {z*)} aus (3.2) gegen
den eindeutigen Fixpunkt & = T'% + ¢, also die eindeutige Losung & = A~
des linearen Gleichungssystems. O

Korollar 3.4. Sei A= M — N invertierbar und T = M~*N. Dann konver-
giert das Iterationsverfahren (8.2) genau dann fiir jedes £(©) gegen & = A™'D,
wenn fir den Spektralradius p(T) von T die Ungleichung p(T) < 1 erfillt ist.

Beweis. Falls p(T') < 1 ist, dann existiert eine Vektornorm || - ||. und ei-
ne dadurch induzierte Matrixnorm ||-[||. mit ¢ := |||T]||. < p(T) +¢ < 1
(Ubungsbeispiel!). Damit ergibt sich eine Beweisrichtung aus Satz 3.3.

Ist umgekehrt p(7") > 1, dann existiert ein Eigenwert A von 7' mit [A| > 1
und zugehorigem Eigenvektor z # 0. Wihlt man 2(©) = A='b+ 2, dann ergibt
sich

e® — 7 =Ta® Y -z
= MY (N2®D 4 b — M)

= MY (N2*D — N7

=T(z* Y — 7).
Daraus folgt mit Induktion
a®) — 3 =TH® — &) = TFz = Mz (3.3)
Folglich ist ||z — 2| = |A[*||z|| > ||z|| und 2*) konvergiert fiir & — oo nicht
gegen A~'D. O

Dem Spektralradius von 7" kommt also bei der Iteration (3.2) eine beson-
dere Bedeutung zu. Gemafl Korollar 3.4 entscheidet der Spektralradius {iber
Konvergenz und Divergenz der Iterationsfolge. Im folgenden studieren wir
zwei spezielle Iterationsverfahren, die von grofler Bedeutung bei der Losung
von linearen Gleichungssystemen sind:

3.1 Einzel- und Gesamtschrittverfahren

Das einfachste Beispiel eines Iterationsverfahrens zur Losung eines linearen
Gleichungssystems Az = b mit A = [a;;];; € K™ und b = [b;]; € K" ist
das Gesamtschrittverfahren (oder Jacobi-Verfahren). Bezeichnen wir
mit 7k = [z§k)]j € K" die Iterierten dieses Verfahrens, dann lautet die
[terationsvorschrift wie folgt:
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Algorithmus 3.5. (Gesamtschrittverfahren)
Wahle 2(¥) € K® beliebig.

for k=0,1,---

e for i=1,---.n

(1) _ 1 (k)
€; = . <b2 — Zaijxj ) (3 4)
JF#i
end for

until stop

Offensichtlich muss fiir die Durchfithrbarkeit dieser Iterationsvorschrift
ai; #0,i=1,---  n vorausgesetzt werden.

Die Frage nach der Konvergenz werden wir auf Satz 3.3 zuriickfiihren.
Dazu zerlegen wir

A=D—-L—-R
in eine Diagonal- und eine strikte linke untere und eine strikte rechte obere
Dreiecksmatrix. Dann kénnen die n Gleichungen (3.4),7 = 1,--- ,n, als eine
Vektorgleichung
e* ) = D7Hb+ (L + R)z®) (3.5)

geschrieben werden. Somit entspricht das Gesamtschrittverfahren der Fix-
punktiteration (3.2) mit M = D und N = L + R. Die entsprechende Iterati-
onsmatrix

J=M'N=D"'L+R)

wird Gesamtschrittoperator genannt.
Beim Einzelschritt- oder Gauf-Seidel-Verfahren setzt man in (3.4)
alle bereits berechneten Komponenenten von z*+1) auf der rechten Seite ein:

Algorithmus 3.6. (Einzelschrittverfahren) Wahle 2(® € K" beliebig.
for k=0,1,---

e for i=1,---.,n
(k1) 1L (k+1) ()
Z,; = (L_” (bl — ; aijxj - ;aijxj ) (36)
1<t 7>t

end for
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until stop

Der Aufwand ist somit der gleiche wie beim Gesamtschrittverfahren. Ent-
sprechend zu (3.5) erhélt man die Matrixformulierung des Einzelschrittver-
fahren, indem man alle Komponenten von 2+ in (3.6) auf die linke Seite
bringt. Dann folgt:

ae® + 3 aga®*0 = b - S ae®  i=1,m

J
j<i j>i
Insbesondere ergibt sich z*+1 durch Auflosen des Dreieckssystems
(D — L)z = b4 Rz® (3.7)

Wiederum haben wir eine Fixpunktiteration der Form (3.2), diesmal mit
M =D-Lund N =R. L =(D— L)"'R wird Einzelschrittoperator
genannt.

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konnen folgende Aussagen
iiber Konvergenz von Einzel-und Gesamtschrittverfahren bewiesen werden.

3.2 Das Verfahren der konjugierten Gradien-
ten

Das vermutlich effizienteste Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen Axr = b, deren Koeffizientenmatrix A € R™*" symmetrisch und
positiv definit ist. Das besagte Verfahren ldsst sich nicht in das allgemeine
Schema einer Fixpunktiteration einordnen.

Sei )
O(x) = §xtAa? —2'b:R" - R.

Setzen wir £ = A~'b, dann ergibt eine einfache Rechnung, dass

1 1
O(z) — P(2) = §xtAa? —a'h — §itA§7 + '
1
= 5(:5 — &) Az — &) + = ('A% + ' Az) — ' A — 2'b + &b
1
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Da A positiv definit ist, ist der letzte Ausdruck nichtnegativ und genau dann
Null, wenn x = z ist. Mit anderen Worten: Das Funktional ® hat ein eindeu-
tiges Minimum an der Stelle x = 2.

Definition 3.7. Ist A symmetrisch und positiv definit, dann definiert
|z||a = VatAz, xeR",

eine Norm in R", die so genannte Energienorm. Zu einer Energienorm
gehort ein Skalarprodukt (dies induziert geometrische Begriffe wie z.B.
Orthogonalitét), ndmlich

(z,y), =2'Ay, zyeR".

Demnach ist die Abweichung des Funktionals ® von seinem Minimum,

D) ~ B(#) = g (x — #) Alr — ) = gl — 213, (3)
ein gut geeignetes Fehlermaf fiir den Abstand zwischen x und 2. Geometrisch
bedeutet (3.8), dass der Graph der Funktion & beziiglich der Energienorm
ein kreisférmiges Paraboloid ist, dessen Mittelpunkt in Z liegt.

Wir konstruieren nun ein Verfahren zur Approximation von , welches das
Funktional ® sukzessive minimiert. Ist 2*) die aktuelle Iterierte, dann kann
man beispielsweise eine geeignete Suchrichtung d*) # 0 fiir den nichsten
Schritt wihlen und z**Y iiber den Ansatz

2D = 2B 1 qg® (3.9)

bestimmen. In Abhéngigkeit von « ergibt sich
1
(™ + ad®) = d(x®) + ad®' Az™ + §a2d(k)tAd(k) —ad®h . (3.10)

Durch Differentiation nach « erhélt man die Schrittweite, fiir die der Wert
von ® minimal wird, ndmlich

o (b= Ax®yde)  ®rgm

dDCAIR qREAG®) (3.11)

Dabei ist der Nenner ungleich Null, da A positiv definit ist und d®) # 0
vorausgesetzt wurde.
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Bei dem Verfahren der konjugierten Gradienten macht man den Ansatz
d*HD = p B0 g R iy (d* D d®)) =0 (3.12)

Die Bedingung <d(k+1), d(k)> 4 = 0 bedeutet, dass die beiden Suchrichtungen

d*+1) und d® zueinander orthogonal (bzgl. des inneren Produktes < -, - > 4)
stehen, was den Namen “Verfahren der konjugierten Richtungen” (oder CG-
Verfahren - conjugate gradient method) motiviert.

Diese resultierende Bedingung an 3 lautet

PO+t 4 1K)

(k) - -
= d®)tAdE)

(3.13)

Wie bereits bemerkt, ist das Verfahren (3.11) und (3.13) nur dann wohlde-
finiert, wenn d**+" ungleich Null ist. Aus (3.12) sieht man, dass d**") nur
Null werden kann, wenn d®) und r*+Y linear abhingig sind.

Nun iiberlegen wir uns, dass das Verfahren wohldefiniert ist. Genauer, fiir
alle Tterierten z*) £ # ist d®) # 0. Wir weisen dazu einige Eigenschaften des
Verfahrens der konjugierten Gradienten nach.

Lemma 3.8. Sei 2 ein beliebiger Startvektor und d© = r© . Falls 2 # &
ist fir k =0,--- ,m, dann gilt

1. r(MtdU) =0, fiir alle 0 < j < m,
2. rmty() = 0, fir alle 0 < j < m,
3. <d(m),d(J)>A =0, fir alle 0 < 7 < m.

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass Azt = Az®) + o® Ad*) ist. Folg-
lich gilt

rEHD = — Ag*H) = — Az — oW AGR) = B oW 4g® k>0
(3.14)
Daher bewirkt die Wahl von a® gem#$ (3.11), dass fiir 2% # &
PG () _ 0 (8) 4qW0)ig®) — 0t gh) _ o) gheg4q®) o (3.15)

Nach dieser einfithrenden Abschitzungen fithren wir einen Induktionsbeweis:
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m = 1: Setzt man k = 0 in (3.15), dann gilt 7(M*d(® = 0 und somit ergibt
das gerade die Behauptung 1 fiir m = 1 und j = 0. Da r(® = d(© folgt
aus Behauptung 1 sofort auch Behauptung 2. Der dritte Teil ist trivial:
(dM,d") =0 wegen der Definition des Verfahrens.

m — m + 1: Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass alle drei Aussagen
fiir ein m erfiillt sind.

e Zunichst wissen wir aus (3.15), dass r(™*Dtd(™ = 0. Aus (3.14)
folgt zusammen mit den beiden Induktionsannahmen 1 und 3, dass

pm+1t () — r(m)td(j)—i—oz(m) <d(m)7 d(j)>A =0-0, fir0<j<m.
(3.16)
Folglich gilt der erste Teil der Behauptung auch fiir m + 1.

e Wegen (3.12) ist ) = dV) — gU=Dq0=D 1 < j < m, und r©® =
d. Damit gilt wegen des ersten Teils des schon Bewiesenen

pmEDEG) — pmtDEgl) _ RG-DpmitgG-1 — o _ |

e Zum Beweis des dritten Teils der Behauptung;: <d(m+1), d(m)> 4=0
folgt unmittelbar aus der Definition des Verfahrens. Fiir j < m
ergibt sich aus (3.12) und der Induktionsannahme, dass

(dmD d0)) = (plmtD) 0D B (dm) J0)) = Dt ggl)

Ersetzt man nun AdY) gem#fl (3.14) und (3.12), dann ergibt sich

|
e

o) <d(m+1), d(j)>A — W gmt+Dt 4q0)
pmFD(RUHD _p()y 4 glm) gm)t 4q()

{II

(3.1

N

)
Bl (gm) gy

A
@
E{n
E

= 0.

Induktionsannahme

Wenn wir noch zeigen, dass a¥) # 0 fir 0 < j < m, dann ist
die Behauptung vollstindig bewiesen. Nehmen wir an, es gelte
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al?) = 0: Wegen (3.11) ist das gleichbedeutend mit r*dV) = 0
und aus (3.12) und der Induktionsannahme folgt somit, dass

0 = rWtrl) 4 glu=Lgl-b)
= pWtp0) 4 =10t gl=1)

= |2 falls 0 < j <m,
0 = r @@ —||rO2 falls j = 0.

Da 2 # &, muss |[r]|; # 0. Also erhalten wir einen Wider-
spruch zur Annahme o) # 0. Somit ist (d™*V) dU)) = 0 fiir
alle 0 < 7 < m + 1. Damit ist der Induktionsschluss vollstindig
bewiesen.

O

Geméfl Lemma 3.8, Behauptung 3 sind alle Suchrichtungen paarweise
A-konjugiert. Geméfl Lemma 3.8, Behauptung 2 sind alle Residuen linear
unabhiingig. Daher ergibt sich nach spétestens n = dim(A) Schritten 7™ =
0, also & = 2™,

Korollar 3.9. Nach spitestensn = dim(A) Schritten findet das CG-Verfahren
die exakte Losung .

In der Praxis ist diese Ergebnis nicht von allzu groflier Bedeutung, da
das CG-Verfahren in erster Linie eingesetzt wird und wesentlich weniger als
n-Iterationsschritte bendtigt. Zudem sind die Orthogonalitéitseigenschaften
aus Lemma 3.8 mit zunehmender Iterationsdauer aufgrund von Rundefehlern
nicht mehr exakt erfiillt, so dass das Korollar in der Praxis nicht relevant ist.

Das CG-Verfahren hat Optimalitdtseigenschaften, die wir im folgenden
Satz zusammenfassen:

Satz 3.10. Sei k = 1,2,--- fix. Dariberhinaus sei d® = r© und 2® +£ 3
die k-te Iterierte des CG-Verfahrens. Dann liegt *) in dem Raum

2® € @ 4 [0 .. D] = 5O 4 [0 40 AG-DO] (317)

Unter allen Elementen x dieser Menge minimiert %) die Zielfunktion ®.
Der Raum

Ki(A,1@) = [FO Ar© .. Ak=1,0)]

wird Krylov-Raum der Dimension k von A beziiglich r©) genannt.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst induktiv (nach j), dass
= [T(O)’... 7T(k—l)] . j=0,---,k—1. (3.18)
o Fiir j =0 ist d® = 7(® und damit gilt der Induktionsanfang.
e Fiir j=1,...,k—1 gelte die Induktionsvoraussetzung:
d®) ¢ [T(O)’... 7T(/’f—l)} ., s=0,---,j—1.

Wir zeigen, dass d¥) € [r©@ ... r*=D] gilt. Aus (3.12) folgt, dass
dV) =) 4 glG-1Dql-1

d¥) e [r(j),d(j_l)] C [r(j),r(o), e ’T(k—l)} _ [T(O)’ . ’r(k—l)} .
und somit gilt zusammenfassend

[dO,... ,d*=D] C [fO, ... p0-D]

Solange z®) # & ist, folgt aus Lemma 3.8, dass jede der beiden Mengen
{d(j)};?;é und {r0) ?;5 aus linear unabhéngigen Vektoren besteht. Demnach
ist

[d(o), o 7d(/’*f—l)] _ [T(O)’ o 7r(/’*f—l)] ) (3.19)
Nun beweisen wir (3.17): Aus (3.9) folgt
k-1
9 = 30 13" aid) € 2O 1 [0 ... p&=D]
=0

Damit haben wir die erste Inklusion in (3.17) gezeigt. Jetzt zeigen wir induk-
tiv, dass

rW e [rO o AR O] =0, k-1, (3.20)
e Esgilt 1@ € [r®, ... A*1rO] weshalb die Induktionsvoraussetzung
gilt.
e Fiir j=1,...,k— 1 gelte die Induktionsvoraussetzung fiir 7 — 1:

r®) e [T(O),~-~ ,Ak_lr(o)} , s=0,---,7—1.

Wir zeigen, dass r) € [r® ... AF1r0] gilt,
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Da j — 1 < k — 2 gilt, folgt aus (3.18)

4O € [pO .. pe-2]

Somit folgt aus der Induktionsannnahme die Beziehung

4= € [fO ... pE=2] C [0

Ak2(0}.

Wiederum, unter Verwendung von j — 1 < k — 2, folgt aus (3.20) und

(3.14) die Inklusion

r0) = pU-1 4 o G-D 4qG-1) [T(O) ’Ak—lr(o)] )
Demnach ist
(1O, D] € [0 40 A0
Da 7@ ... 7*=1 linear unabhingig sind, hat die rechte Seite maxi-

male Dimension k. Also stimmen die beiden Mengen iiberein. Damit

gilt (3.17).

Zum Beweis der Minimialeigenschaft: Aus Korollar 3.9 folgt schliellich
die Existenz eines Iterationsindex m < n (m muss nicht unbedingt mit n

tibereinstimmen), so dass

m—1
§= 2 =30 1 37 00
j=0
Folglich ist
m—1
520 N 4000
i=k

Fiir ein beliebiges Element x von z(© + [7’(0), Ar©
(3.19)

H>

T =7 +Z§d<ﬂ

mit geeigneten ; € R.

, AR=D7rO] gilt wegen
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Da die Suchrichtungen nach Lemma 3.8 A-konjugiert sind, folgt daher
aus dem Satz von Pythagoras

B(x) — B(3) = 2atAz — ') —  LitAs — it
2 2

= —||93('“ — |l +

A

= o(z™) —

i 5 dV)
5=0

Demnach ist ®(z) > ®(x®) mit Gleichheit genau dann wenn x = z*). Also
is (") das minimierende Element auf dem Krylov-Raum. O

A

Fiir die Implementierung des CG-Verfahrens in der Praxis verwendet man
nicht die Gleichungen (3.11) und (3.13) fiir ® und 8® sondern die folgen-
den Darstellungen (3.21) und (3.22).

Zur Herleitung dieser Formeln verwenden wir, dass aufgrund von Lemma
3.8 und (3.12) gilt:

()t qk) = p (Rt (k) 4 gl=1) (Rt gh=1) . ()E, (k)

In (3.11) eingesetzt, ergibt sich

(k)]|2
(k) _ 15
a’ = TRALE (3.21)

Aus (3.14), (3.21) und Lemma 3.8 folgt

1

P AGR) = T (e (er)) (k) ()
~~— a)
(3.14)
= R
N, 2

Lemma 3.8

||7°(k+1 ||2 k)
12 gkt gqk)
NERIER
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Anstelle von (3.13) kann man daher die Formel

I3

(k) — 0 12
T (8:22)

verwenden. Damit lautet das CG-Verfahren in der zu implementierenden
Form wie folgt:

Algorithmus 3.11. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

Wihle z(© beliebig; setze r® =p— Az@ O = O

for k=0,1,2,---
o — ||7"(k)||§
ARt Aqk)
pEFD — (&) 4 (k) g(k)

PO ) () 4 g(k)

IO sl
@3

AEFD) D) L 3(E) gh)

until stop
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Kapitel 4

Eigenwerte

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Berechnung der Eigenwerte
einer Matrix A € K"*". Die Eigenwertgleichung lautet

Ar =Xz ze€K"\{0}, A eC,

und ist nichtlinear: wir wissen aus der linearen Algebra, dass die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

p(A) =det (A— AI)

die Eigenwerte von A sind. Aus dieser Beziehung lasst sich sofort erkennen,
dass die Eigenwertbestimmung ein nichtlineares Problem ist.

Die Eigenvektoren einer Matrix A zu einem Eigenwert A\ gehoren zu einem
linearen Raum.

Zuerst fassen wir einige Bemerkungen aus der linearen Algebra zusam-
men:

e Ist \ ein Eigenwert der invertierbaren Matrix A € K™*" zum Eigenvek-
tor z, so ist % Eigenwert von A~! zum Eigenvektor z. Dariiberhinaus
ist A ein Eigenwert von A*.

e Im Allgmeinen sind Eigenwerte von reellen Matrizen nicht reell. Die
Eigenwerte von hermiteschen Matrizen sind reell.

e Ublicherweise normiert man den Eigenvektor auf Norm 1.

51
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e Sind ); die Eigenwerte der Matrix A € K"*" so gilt

Z)"' = SpurA und H)\,- =det A,
i=1 =1
wobei bei mehrfachen Eigenwerten die Vielfachheit zu beachten ist.

e [st die Matrix echt positiv definit so sind die Eigenwerte reell und echt
grofer Null.

e Sei A € K™ mit N linear unabhéngigen Eigenvektoren, x;, i =
1,..., N. Dann gilt
A=XAX"1,
wobei die i-te Spalte der i —te Eigenvektor von A (mit Eigenwert \;) ist.
In diesem Fall nennt man man die Matrix A € K"*" diagonalisierbar.

Beachte, dass die Eigenvektoren einer regulédren Matrix nicht orthogo-
nal stehen: Die Matrix

11

01

kann nicht diagonalisiert werden. Beachte, dass 1 ein doppelter Eigen-
wert zum Eigenvektor (1,0).

e Kann bei einer diagonalisierbaren Matrix X zudem unitéir gewéhlt wer-
den, dann heifit A normal. Normale Matrizen lassen sich durch die
Gleichung AA* = A* A charakterisieren. Hermitesche Matrizen sind al-
so ein Spezialfall der normalen Matrizen.

e Ist A hermitesch so sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal. Bei nicht hermiteschen Matrizen muss das nicht gelten.

4.1 EigenwerteinschlieBung

Im diesem Teil diskutieren wir relativ leicht zu berechnende Abschitzungen
fiir Eigenwerte.

Satz 4.1. (Satz von Gerschgorin) Sei A = [a;;] € K™™ und X ein belie-
biger Eigenwert von A. Dann gilt

)\GUIC,-:U{CEK:|C—aii|§Z|aij|} . (4.1)
=1

i=1 ji
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Beweis. Sei Ax = Ax mit © = [z;] # 0. Dann existiert ein ¢ mit |z;| < |z
fiir alle j # i. Bezeichnet (Az); die i-te Komponente von Az, dann folgt

n

>\.§L’Z’ = (ASL’)Z = Zaijxj

j=1
und somit ist

|)\ — CL“'| =

l’.
2 | <D laul.

j#i ! j#i
Also ist A € K; C U;LZI K;. O

Fiir X € o(A*) gilt der Satz von Gerschgorin entsprechend, nimlich

n

XGUICZ-: {CZK—@'JS Z ‘aji‘}
=1

i=1 % j=1,j#i

3

oder dquivalent

AGUE:U{C:K—MS > |aj,-|} (4.2)
=1 =1

J=1j#i
Weitere Einschliefungsséitze beruhen auf dem Konzept des Wertebereichs
einer Matrix.

Definition 4.2. Unter dem Wertebereich einer Matrix A € K™**" versteht
man die Menge aller Rayleigh-Quotienten £22 mit 2 € C™\{0},

z* Az

T*T

W(A) = {g: :IEC”\{O}} cc.

In dieser Definition ist es wesentlich, dass x alle komplexen Vektoren
durchléuft, selbst dann, wenn A eine reelle Matrix ist. Der Wertebereich
beinhaltet insbesondere die Figenwerte der Matrix. Weitere wichtige Eigen-
schaften sind im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 4.3. 1. W(A) ist zusammenhdngend.

2. Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Amin, Amax)-
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3. Ist A schiefsymmetrisch, d.h., A* = —A, dann ist W(A) ein rein
imagindres Intervall, ndmlich die konvexe Hiille aller Eigenwerte von

A.
Beweis. 1. Liegen (p und ¢; im Wertebereich W(A), dann existieren xq, x; €
C\{0} mit
rhAx i Az
=25, (="

Nehmen wir an, dass 0 # (o # (4 # 0, dann sind xy und z; line-
ar unabhéngig (die zwei Vektoren xy und z; konnen nur dann linear
abhéngig sein, wenn x, ein Vielfaches von x; ist, was aber impliziert,
dass (p = (3 ist) und folglich gilt

0 ¢ [xo,x1] == {xy = xo + t(z1 — x0) : t € [0, 1]}

enthilt folglich nicht den Nullpunkt. Damit ist die Abbildung ¢ — Z2%

TiTt
stetig, und
rrAx
Ct = t* i s 0 S t S 1 5
Ly Tt

ist eine stetige Kurve in W(A), die {, mit (; verbindet.

2. Wir wihlen eine Orthonormalbasis {z;}! ; in C" mit Azx; = Ax;, wobei
die Eigenwerte von A absteigend sortiert sein sollen, A\ > Ay > --- >
An. Fiir einen beliebigen Vektor x = Y7 | Gx; € C", ¢; € C, gilt dann

vt Ar = Z CiGywi Awy = Z GGhjaiey = Z AilGil?
i=1

1,j=1 1,j=1

und wegen der Anordnung der Eigenwerte folgt

Allzll3 =2 D 1GE <Y MG <MD 16 = M]3
=1 =1 =1

Damit ist zunéichst gezeigt, dass W(A) C [\, \1] gilt. Da W(A) nach
dem ersten Teil dieses Satzes auch zusammenhéngend ist, folgt die zwei-
te Behauptung.
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3. Wegen A* = — A ist iA hermitesch, denn
(iA)" =iA* = —iA* =iA.
Ferner ist
W(A) = W(—iiA) = —iW(iA) = —i [Amin, Amax] -

Daher folgt die Behauptung aus dem zweiten Teil des Satzes.

Fiir jede beliebige Matrix A € K"*™ ist

A4 A* N A— A*

2 2
eine Zerlegung in die hermitesche Matrix % und die schiefsymmetrische
Matrix A_2A*. Diese Zerlegung ist die Grundlage des folgenden Einschlie-
Bungssatzes.

A=

Satz 4.4. (Satz von Bendixon) Das Spektrum von A € K™ ist in dem

Rechteck A FT
o—(A)gR::W< il )+W( - ) (4.3)

2 2

enthalten.

Beweis. Wir zeigen die stirkere Aussage W(A) C R. Fiir x € C*\{0} gilt

¥ Ax B z* (% + A_QA*) z

T*x r*x

O

Beispiel 4.5. Wir wenden die Resultate aus den Séatzen von Gerschgorin und
Bendixson auf die Matrix



o6 KAPITEL 4. EIGENWERTE

ImA

W((A-A* )/2)

W((A+A* )/2) ReA

Abbildung 4.1: Satz von Bendixon

o | O

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

Abbildung 4.2: Gerschgorinkreise fiir A (links) und A* rechts
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Abbildung 4.3: Alle EinschlieBungen gemeinsam

an. Abbildung 4.2 zeigt die Gerschgorinkreise fiir A und A*. Zur Anwendung
des Satz von Bendixon bend6tigen wir den symmetrischen und den schiefsym-
metrsichen Anteil von A,

40 -2 00 —1

At Al A— At
H:Z: 0 -1 1 |, s=2"2=]000
2 1 0 100

Die Spektren von H und S konnten beispielsweise auch mit Hilfe des Satzes
von Gerschgorin eingeschlossen werden: Auf diese Weise erhélt man das etwas
grobere Dreieck

R =[-3,6] x [—i,i] DR D a(A) .
Folglich muss das Spektrum von A im Schnitt aller drei Einschlussmengen

liegen. Dies ergibt die dunkelste (gelbe) Menge in Abbildung 4.3. Tatséichlich
ist das Spektrum

o(A) = {—1.7878,0.1198,4.6679} .

Fiir hermitesche Matrizen ist noch folgendes Resultat von grofler Bedeu-
tung:
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Satz 4.6. (Maxmin Prinzip von Courant-Fischer) Sei A = A* € K"
und {z1,- -+ ,z,} € K" ein orthonormales System. Ferner seien Ay > Ay >
-+ \, die absteigend sortierten Eigenwerte von A mit zugehorigen Figenvek-
toren x;. Dann ist

x* Az

min
075226[21,“' ,Zk] x*r

<\ (4.4)

und dabei gilt Gleichheit fir [z, -, zk] = [x1, -+, @k
Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis fiir (4.4) nach k:
e Fiir k£ =1 folgt die Behauptung aus Lemma 4.3.

o Es gelte (4.4) fir k£ — 1. Wir wollen zeigen, dass (4.4) fir k gilt.

Wir betrachten alle nichttrivialen Vektoren z = Zle Gizi € 21,7+, 2kl
die senkrecht auf alle Eigenvektoren x1,--- , z,_; von A stehen. Solche
Vektor existieren, da das homogene lineare System fiir die Koeffizienten

Ch"' 7Ck

k
z*xj:Z(zij)Zj:O j=1---,k—1, (4.5)

i=1
unterbestimmt ist (k — 1 Gleichungen fiir £ Koeffizienten).

Wir zeigen nun, dass z* Az < A\pz*x gilt. Wenn wir das gezeigt haben,
folgt die Induktionsbehauptung, was man wie folgt sieht: Es gilt

Z=A{x:alay;,i=1,...k—1} C
V={y=[z,x1,...,06-1) 1y € |21, -, 2z, xla;,i=1,... . k—1}
Cle1, 0, 2] -

Das impliziert, dass
* *

. YAy x*Ax
min < min
0£yey Y*y 0£z€2 T*T

Weshalb es ausreicht die Behauptung fiir die orthogonalen z zu bewei-
sen.

Wird der orthogonale Vektor x # 0 in die Eigenbasis von A entwickelt,
so erhalten wir die Darstellung = = > | x;z;, dann folgt aus (4.5),
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dass

¥ Ax = 2* z": XiNiL;

1=1

= Zn: A X" T
i=1
i=k j=1
=Y il
i=k
<MYl
i=k

< M|z -

Hieraus folgt die Ungleichung z* Ax < Apz*z, und die Behauptung (4.4)
ist bewiesen.

Der Beweis des zweiten Teils. Falls [z, - - - , 2] = [x1,- -+ , 2] ist, dann kann
jedes © € [21,- -, 2| geschrieben werden als z = Zle x:x; und es folgt

K : : K
pAr =N > X = Y Al = M) hal” = Aellell3
i=1 j=1 i=1 i=1

Somit ist
. x* Az
min > A\,
x€[z1,,2,],@#A0 TFX
und demnach gilt in diesem Fall Gleichheit in (4.4). O

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.6 lautet ein entsprechendes Maxi-
mumprinzip wie folgt

x* Az
max
xl[z1,,25],0#0 T*X

> Net1

mit Gleichheit fiir [z, -, 2] = [21,- -+, @)
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4.2 Potenzmethode

Das erste von uns betrachtete konstruktive Verfahren zur Berechnung einzel-
ner Eigenwerte und Eigenvektoren ist die Potenzmethode von v. Mises.

Wir beschréanken uns auf reelle diagonalisierbare n x n Matrizen mit n
reellen und betragsméfig verschiedenen Eigenwerten \;, ¢ = 1,--- ,n, die
betragsmaissig angeordnet sind:

A1l > > | ] >0.
Ist || - || eine Vektornorm und sind v;,7 = 1,--- ,n, mit ||v;|| = 1 die zu

A; gehorigen Eigenvektoren von A, dann kann jeder Vektor x € K" in diese
Eigenvektorbasis entwickelt werden,

1=1

Demnach ist

i=1
Das v. Mises-Verfahren beruht auf der asymptotischen Darstellung
AFr = MGy, k= o0

Algorithmus 4.7. Bestimme einen Naherungsvektor 2 mit |2 =
1

e for k=1,2,---

5 (k)
s(k) . p (k1) k) ._ _*
2= Az , 2= TECGIR

end for

Die Iterierten der Potenzmethode haben folgende Figenschaften:

Satz 4.8. es gelte (4.6) mit (; # 0 und q :=

A2
A1

< 1, dann st

128 = M| +0(dF), k— 0. (4.9)
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Ferner gilt fiir k — oo:
125 — sign(&)vy || = O(¢%)  fiir A\, > 0,
I(=1)F 2™ —sign(¢)on|| = O(¢")  fiir A < 0.
Beweis. Im Beweis verwenden wir die Identitat

K Z(k) - Az(k—l) - Ai(k_l) B A2Z(k—2
CIE® [l ARG (ARG Az

Mit Induktion folgt somit

z

k
w _ Az

z
IIA’“ ||

Aus (4.7) folgt mit z := z*)

Akz = Ny (v) + w®) mit w® = < ) &
—~\ M G
und
[ ¢
[w® < ¢* o= O(q") . (4.10)
i=2
Damit ist
Akg vy + w®
k) _ _ G 1T Gien(\F (k) 4.11
< ||Ak.§L’H Slgn( Cl)” v +w(k)]| Slgl’l( 1C1)U1 te ( )
mit ()\ )
(k) _ Sign Cl w® 4 (1 — o + 0™
Nun ist [[v1]] — [|w®| < |loy +w®| < |lo1]| + [|[w® || und |Jv,|| = 1, so dass

aus (4.10) folgt, dass
11— [Jor + w®] = [[lorl| = [for + @] < [Jw] = O(¢™) &k = o0

Daraus folgt ||e® || = O(¢™)) fiir k — oo, und es ist gezeigt, dass fiir z*) und
kD) fiir k — oo gilt

2®) = sign(AMG)v + O(¢") |
2D = A sign(AG)or + O(¢") .
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O
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Bemerkung 4.9. e Aus (4.9) schliefit man bei der Iteration zunéchst auf
|\1]. Anhand des Vorzeichenverhaltens von z*) erkennt man das Vor-
zeichen von A;: Alternieren die Vorzeichen von 2z, dann ist \; < 0;
ansonst ist Ay > 0.

e Die Normierung %) — 2 in (4.8) ist sinnvoll, wenn auch nicht not-
wendig.

e Die Voraussetzung (; # 0 kann natiirlich nicht a—priori iiberpriift wer-
den, da die Eigenvektoren nicht bekannt sind. In der Praxis erweist sich
diese Restriktion nicht als einschrénkend.

Die Potenzmethode von v. Mises kann in dieser Form nur verwendet wer-
den, um A; zu bestimmen. Zur Berechnung anderer Eigenwerte von A kann
jedoch A geeignet transformiert werden.

Beispiel 4.10. 1. Ist A, # 0 und verwendet man A~! statt A in (4.8), dann
wird dies inverse Iteration genannt. A~! hat die Eigenwerte A; ' mit

N> A > > AT

mit den gleichen Eigenvektoren wie A. Also approximiert die inverse
Iteration |A;!| und den zugehorigen Eigenvektor v,,.

2. Ist A eine Ndherung an einen Eigenwert von A, liegt aber selbst nicht
im Spektrum o(A), dann ergibt (4.8) mit (A — AI)~! anstellen von
A die gebrochene Iteration von Wielandt . (A — A\I)~! hat die
Eigenwerte (A\; — )7L i=1,---n.



Kapitel 5

Nichtlineare (Gleichungen

Nach den linearen Gleichungen untersuchen wir nun nichtlineare Gleichungen
in einer oder mehreren reellen Variablen. Nichtlineare Gleichungen werden
zumeist als Nullstellenaufgaben formuliert, d.h., gesucht ist die Nullstelle der
Abbildung

f:D(f) CR" — R".

Durch die Transformation f(z) := g(x) — x kann jede nichtlineare Gleichung
g(x) = z unmittelbar in eine solche Nullstellenaufgabe iibergefiihrt werden.

Da nichtlineare Gleichungen in der Regel nicht mehr geschlossen gelost
werden konnen, kommen nur Néherungsverfahren in Frage. Haufig besteht
dabei ein Iterationsschritt in der Losung eines linearen Teilproblems.

5.1 Konvergenzordnung

Wir unterscheiden verschiedene Konvergenzbegriffe bei iterativen Losungsverfahren.

Definition 5.1. Sei {4 }ren, eine positive reelle Nullfolge. Man sagt, dass
die Konvergenz dieser Folge (mindestens) die Ordnung p > 1 hat, wenn ein
C > 0 und ein ky € N existiert, so dass

Ek+1 S CEZ fir & 2 k’o . (51)

Fiir p = 1 wird vorausgesetzt, dass C' < 1 ist.
Entsprechend wird die Konvergenzordnung einer konvergenten Folge {z(*)} C
R"™ mit Grenzwert Z iiber die Konvergenzordnung der Fehlerfolge

e = o® —

63
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definiert.

Beispiel 5.2. 1. Der Fall p =1 ist von besonderer Bedeutung und uns be-
reits im Zusammenhang mit dem Banachschen Fixpunktsatz begegnet.
Die Fixpunktiteration

) =T72® Lo T e R, ¢, 2 e R”, (5.2)
hat die Konvergenzordnung p = 1 (und nicht mehr), falls 0 < p(7') < 1.

2. Der Fall p = 2 (quadratische Konvergenz) wird uns im Zusammenhang
mit dem Newton-Verfahren begegnen.

3. p braucht nicht unbedingt eine ganze Zahl sein. Ein entsprechendes
Beispiel ist das Sekantenverfahren.

4. Die Folge g3, := k™, v € RT, konvergiert gegen 0, erfiillt aber keine Un-
gleichung der Form (5.1). Man spricht in diesem Fall von sublinearer
Konvergenz (langsamer als linear).

Entsprechend heift eine Nullfolge {e; } superlinear konvergent (schnel-

ler als linear), falls
idian -0, k—o0.
€k
Insbesondere ist das Verfahren von der Ordnung 1.

Bei nichtlinearen Verfahren ist es wichtig zwischen lokaler und globaler
Konvergenz zu unterscheiden:

Definition 5.3. Ein Iterationsverfahren z**1) = ®(z*)) mit einer Funktion
® : D(®) C R* — R” heifit lokal konvergent gegen & € R, falls eine
Umgebung & C R” um 2 existiert, so dass fiir Startvektoren z® € U die
resultierende Folge {z(*)} gegen & konvergiert.

Man spricht von globaler Konvergenz, falls &/ = R" ist.

Satz 5.4. Sei () # D(®) offen. Die Funktion ® : D(®) C R" — R™ sei stetig
differenzierbar mit Fizpunkt &. Ferner sei || - || eine Norm in R™ und |||-]||
eine vertragliche Matriznorm mit |||V®(x)||| < 1 fir alle z € D(®). Dann
konvergiert das Iterationsverfahren

2+ — q;(x(k)) ., k=0,1,2,---

(mindestens) lokal linear gegen Z.
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Beweis. Wegen der Stetigkeit von V@ existiert eine abgeschlossene Kugel
B,(z) € D(®), sodass

[IVO(z)||| <q <1 fiiralle x € B,(2) .

Aus dem Mittelwertsatz in R™ folgt

B(y) - B(z) = / VO + ty — )y — ) dt

und somit gilt

1 (y) — ®(2)]| = /0 Ve +t(y — )l ly — 2l dt < qlly — =] -

Das bedeutet, dass ¢ eine Kontraktion auf B,(z) ist. Fiir y = % sieht man
ferner, dass ® eine Selbstabbildung der Menge B,(Z) ist, denn fiir x € B,(Z)
ist

[(2) — | = [[@(z) — 2(2)[| < gllz — 2| < gp < p,

also ist auch ®(z) € B,(Z). Damit folgt die Behauptung des Satzes aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. O

Die Existenz des Fixpunktes braucht man nur fiir die Selbstabbildungs-

eigenschaften in B,(Z).

Satz 5.5. Seip=2,3,.... Die Funktion ® : [a,b] — R sei (p+ 1)-mal stetig
differenzierbar in (a,b), und es sei ®(z) = & fir ein & € (a,b). Gilt

0= (1) == 0P V(&) und d¥)(2) #0, (5.3)

dann konvergiert das Iterationsverfahren 1) = ®(2®) lokal mit der Ord-
nung p gegen .

Beweis. Zuerst wenden wir Satz 5.4 auf eine offene Umgebung U in (a,b)
an, in der ®'(z) < ¢ < 1 gilt. Dies ist wegen (5.3) moglich. Nach Satz 5.4
ist damit die Folge {#(®} konvergent. Da ®®*1) beschrinkt in / ist und
®P)(£) # 0, existiert eine Umgebung U von & in (a,b), sodass fiir alle ()
ab einem gewissen groflen Index kg gilt

q>(p+1)(§)
(p+1)!

(k) _ :i,)p+1 1 'é(p)(i')

- (k) _ ~\p
<3 p (x )P, (5.4)
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wobei £ ein beliebiger Punkt in ¢/ ist.
Durch Taylorentwicklung ergibt sich

dPH(()

(k) _ s\p+1.
(p+1)! DM

(k) . : ‘b(i)(i) (k) aNi
O(z >:‘P<$>+ZT@ — )+
i=1 ’

fiir ein ¢ zwischen & und . Da % ein Fixpunkt ist, ist nach Voraussetzung

@) (%)
p!

P ()

k1) — () = 7
x = d(x =T+
() (p+1)!

(x(k) _ i)p + ( (k) _ :i,)erl ‘

Damit gilt wegen der Dreiecksungleichung

@) (%)

|z* D) — 2| >
p!

> (x(k) _ i)p _ (x(k) _ j)m-l

'q;(zwrl)(o
(p+ 1!

Damit folgt aus (5.4)

1|00 ()|
2 p

31p® (4
) z| < _Mu(/ﬂ) —ZP.
2 pl

(k k41

lz®) — 2P < |2

Fiir [z®) — 2|P~1 < p!/|3®®)(%)| ist die rechte Seite kleiner als |z*) — %|/2
und daher konvergiert die Iteration lokal gegen 2. Offensichtlich ist die Kon-
vergenzordnung p. O

5.2 Nullstellenbestimmung reeller Funktionen

Im folgenden betrachten wir superlinear konvergente Iterationsverfahren zur
Losung der Nullstellengleichung

F(@) =0. (5.5)

Dabei beschrénken wir uns zunéchst auf den Fall einer reellwertigen Funktion
f einer Variablen z € [a,b] C R: der mehrdimensionale Fall wird spéter
behandelt.



5.2. NULLSTELLENBESTIMMUNG REELLER FUNKTIONEN 67

5.2.1 Das Newton-Verfahren

Um die allgemeinen Ergebnisse dieses Kapitels nutzen zu kénnen, bringen wir
die Gleichung (5.5) zuerst in Fixpunktform. Denkbar ist etwa eine Gleichung
der Form

r=1x+q)f(r) = (z)

mit einer glatten Funktion ¢, von der wir zunéchst nur voraussetzen, dass ¢(x)
in einer Umgebung von Z von Null verschieden ist. Um Satz 5.5 anwenden
zu konnen, fordern wir zunéchst, dass ®'(x) verschwindet. Also, dass

(2) =1+ ¢'(2)f(2) +q(2)f'(2) =0
Da f(z) = 0, erhalten wir somit die Bedingung
'(2) =1+q@)f' (&) =0,
oder
(@)=~
! @)

Dies ist natiirlich nur fiir f'(Z) # 0 moglich. Mit der Wahl ¢(z) = —1/f'(x)
erhalten wir das Newton-Verfahren.

Satz 5.6. Sei f € C3[a,b] und & € (a,b) mit f(2) =0 und f'(z) # 0. Dann
konvergiert das Newton-Verfahren

(k)
ke _ oy f@)
x =z FIeG) (5.6)
lokal quadratisch gegen .
Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5.5 . O

Leider ist die Konvergenz des Newton-Verfahrens in der Regel nur lokal.
Nur in Ausnahmefillen kann globale Konvergenz garantiert werden. Eine
solche Ausnahme ist der Fall einer konvexen Funktion f.

Satz 5.7. Sei I C R ein Intervall und f : I — R monoton wachsend und
konvex mit (eindeutiger) Nullstelle & € I. Dann konvergiert das Newton-
Verfahren fir alle z© € I mit 20 > & monoton gegen 7.
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Beweis. Wir nehmen an, dass fiir ein & > 0 die aktuelle Iterierte z*) > 7 ist
und beweisen die Induktionsbehauptung

< g* ) < 2 (5.7)

Hierzu wenden wir die Konvexitiatsbedingung an, dass fiir alle u,v € I und
0<a<l

flou+ (1= a)v) <af(u)+ (1 —a)f(v)

(k+1) yund v = 2. Dies ergibt

gilt auf u ==
af (@) > flaa™V + (1 - a)a®) — (1 - a) (™),
beziehungsweise

F®) + afalt) —2) - fa)

(k+1)
fa™) > -

+ f(=).

Dies gilt nach Voraussetzung fiir alle a € (0, 1]. Durch Grenziibergang ov — 0
folgt somit
FEOD) 2 ) D - W) 4+ 7).

Man beachte, dass eine konvexe Funktion differenzierbar ist, weshalb wir im
Satz diese Eigenschaft nicht extra voraussetzen miissen. Die rechte Seite ist
aufgrund der Newton Vorschrift (5.6) Null. Also ist f(x**V) nichtnegativ
und wegen der Monotonie folglich z*+1) > #. Da nach Voraussetzung und
Induktionsvoraussetzung sowohl f(z(*)) als auch f’(z*)) nichtnegativ sind,
gilt wegen der Definition des Newton Verfahrens,

(*)
L) _ e _ S@)

Py

dass z+1) < () Damit ist die Induktionsbehauptung (5.7) vollstindig
bewiesen. m

5.2.2 Das Sekantenverfahren

Der Aufwand bei der Implementierung des Newton-Verfahrens (5.6) steckt
in der Auswertung von f und f’. In der Praxis ist die Funktion f oft nicht
explizit bekannt oder um ein Vielfaches komplizierter als die Funktion f
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selbst. Daher ersetzt man gelegentlich die Ableitung f/(x*)) in (5.6) durch
den Differenzenquotienten, etwa

. f (k)Y f (k—1)
f (x(k)) ~ (ZEx(kZ _I((If—l) ) :

Auf diese Weise erhalt man fiir £ > 1 die Iterationsvorschrift des Sekanten-

verfahrens:
7)) _ p(k=1)

f(z®
PG — a1
x(’f—l)f( (k )) (k )f( (k— ))
fla®)) — f(at=D) '
Der Name Sekantenverfahren beruht auf der folgenden geometrischen Inter-
pretation:

LB+ )

(5.8)

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens

Satz 5.8. f sei zweimal stetig differenzierbar in [a,b] und es sei f(&) =
0 fir ein z € (a,b) mit f'(z) # 0 und f"(z) # 0. Dann konvergiert das
Sekantenverfahren lokal gegen & mit exakter Konvergenzordnung

1
= 5(1+¢5) —1.61803- - -

5.3 Das Newton—Verfahren in R"

Das Newton—Verfahren (5.6) ldsst sich unmittelbar zur Nullstellenbestim-
mung einer Funktion F': D(F) C R" — R” iibertragen:

) = o) _ g p () p(z®) (5.9)
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Hierbei ist VF(x) die Jacobi-Matriz

Dabei bezeichnet ¢ die Zeilen und j die Spaltenposition.

Um die Wohldefiniertheit dieses Verfahrens sicherzustellen, miissen wir
nun fordern, dass VF (&) nicht singulér ist; dies entspricht der Verallgemei-
nerung der Bedingung im eindimensionalen Fall, wo wir gefordert haben, dass
f'(z) # 0. Die Rekursion (5.9) ist dquivalent zu

F(a®) + VF )@ —2®) = 0. (5.10)

Also ist z#*+1 eine Nullstelle der Taylor-Linearisierung von F um z®*). In
(5.10) wird die urspriingliche nichtlineare Gleichung

F(z)=0
durch die lokale Linearisierung
F(z®) + VF (™) (z —2®) =0

ersetzt. Auch fiir die Implementierung des Newton—Verfahrens verwendet
man zumeist die dquivalente Formulierung (5.10) anstelle von (5.9).

Algorithmus 5.9. Newton—Verfahren in R™:
e Wahle z(¥ € D(F)

e for k=1,2,---
16se das lineare Gleichungssystem

VEFER® = —F(z®)

Ersetze 2"+ = 2®) 4 h(*) ynd iiberpriife z*+Y € D(F)
end for

Fiir n = 1 ist dieser Algorithmus &dquivalent zu der Iterationsvorschrift
(5.6). In R™ verwendet man jenen linearen Gleichungssystemloser, der die
speziellen Eigenschaften der Jacobi—-Matrizen am besten nutzt.

Wir beweisen nun einen Konvergenzsatz fiir Algorithmus 5.9.
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Satz 5.10. || - || und |||-||| seien ein Paar einer vertriglichen Vektor- bzw.
Matriznorm. F : D(F) C R™ — R" habe eine Nullstelle & und sei stetig
differenzierbar in einer Kugel U C D(F) um &. VF(x) sei invertierbar fiir
alle x € U und es existiert ein L > 0, sodass fiir alle x,y € U gilt:

IVF@) (VP - VF@)|| < Lly-3l. G
Dann gilt: Ist 2 € U mit
p=lz -2 <2/L,

dann liegen alle ITterierten x® von (5.9) in der Kugel U, () mit Radius p
um T und konvergieren quadratisch gegen T,

L
Beweis. Da Z eine Nullstelle von F' ist, gilt
g* ) 3 = 2® VR F W) - &
=% 7 VF(:c(k))_l(F(:c(k)) — F(2))
= VF(@@™)™ (F(&) — F(a®) - VF(a™)(z — 2¥))) .
Aus dem Mittelwertsatz folgt

(k+1) _ »

T Zz

= VEF(z®) </1 VF@E® +t(& —2®) (& — 2®)dt — VF (™) (2 - x(k)))

- /1 V@) ((VFEY + (@ - 2®)) = V(™)@ - 2V)) dt .

Folglich gilt

k4+1) _ A

(3 2|

< /1 [[VF (@™ (VF (@™ + t(3 — 2®)) = VE@@®)||| |2 — 2| dt

1
gL||x<k>—g:~||2/ Lt
0
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womit die quadratische Konvergenz (5.12) nachgewiesen ist. Gilt [|2*) —2|| <
p < 2/L, dann gilt auch

L L
l2®+D — )| < <§||I(k) _ gjn||) |z®) — 2| < p§||x(k) — &) < [s® -2 <p.

Damit haben wir gezeigt, dass ||z*) — Z|| monoton fallend ist und 2*) €
U,(%). Damit ist insbesondere die Folge (||z*) — Z||)xen konvergent. Bezeich-
nen wir den Grenzwert mit ¢, so erfiillt er wegen (5.12) die Ungleichung

L
2

L

0<e<L 52§p§5.

Da pé < 1, muss € = 0 sein. Also konvergiert z(*) gegen 7. O

Bemerkung 5.11. 1. In der Kugel U,(2) kann es nur eine Nullstelle von F
geben; ist ndmlich x eine zweite Nullstelle von F', dann konvergiert die
Iteration (5.9) mit 2(®) = 7 gegen 7.

2. (5.11) ist eine Art Lipschitz—Bedingung an VF(-). Die Konstante ist
dabei unabhéngig von moglichen Transformationen

F(z) := AF(z) mit nichtsingulirem A € R™™ .

3. Fir n = 1ist (5.11) erfiillt, falls VF' Lipschitz-stetig ist. Dies ist eine
deutlich schwichere Voraussetzung als in Satz 5.6, wo wir gefordert
haben, dass f € C?(a,b).



Kapitel 6

Numerische Quadratur

Gegenstand dieses Kapitels ist die numerische Approximation bestimmter
Integrale

b
1= [ #eyas.
die nicht in geschlossener Form durch Angabe einer Stammfunktion integriert

werden konnen.

6.1 Trapezregel

Die einfachsten Approximationsformeln sind die Mittelpunktsformel

[ 1w = o-ar (“5) (61)

und die Trapezformel

b
[ rwrde ~ 2 g+ 25 0 (6.2
Natiirlich gilt bei (6.1) und (6.2) in der Regel keine Gleichheit; die Formel
ist nicht exakt. In der Praxis zerlegt man das Intervall [a,b] in n gleich
grofie Teilintervalle und wendet (6.1) und (6.2) auf jedes Teilintervall an. Bei
der Mittelpunktsformel ergibt sich somit eine Riemann’sche Zwischensum-
me, wihrend die Trapezformel auf die (zusammengesetzte) Trapezregel (oder

73
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Trapezsumme) fiihrt:

, b
a=2) <11 <Tp<---<xp,=>0, ri=a+1h,h= ,

u T — Ti—
Tl =) =5 (f(x) + f(zi)) = +h§:fa
i=1
(6.3)
Aus der Definition des Riemann-Integral folgt unmittelbar, dass die entspre-
chend zusammengesetzten Regeln fiir n — oo gegen I[f] konvergieren. Unter
Zusatzvoraussetzungen an f kann folgende Fehlerabschétzung bewiesen wer-

den:

Satz 6.1. Sei f € C?[a,b]. Dann gilt

"

1] - Tl <

mit h = @ Dabei bezeichnet || - ||jan die Supremumsnorm von f" auf dem
Intervall |a, b].

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Trapezformel, also n = 1. Dann gilt

mﬂz“”ﬂ@+“”ﬂw=/mwm

2 2
mit
pla) = f(@) + T—=(f()) - f(a))
Also ist

1] - Ti[f)| = /C( (2) - p()) da u/“\f o)) da

Sei g(z) := f(x) — p(x) und definiere fiir ¢ € (a, b) fix:

hi(x) = g(z) = ——=g(t),  w(x)=(r—a)(z-0).

hi hat Nullstellen in x = a, z = b (da g(a) = g(b) = w(a) = w(b) = 0), sowie
in z = t. Also hat h; mindestens einen Wendepunkt ¢ in (a, b): Dort gilt
g(t) g(t)

0=hi(¢) =9g"(¢) - mw”(C) =9"(Q) - 27
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bzw.

9(t) = 59"t —a)(t =) . (6.4)

Da ¢"(z) = f"(x) gilt folgt

11f 73|</Wg\w

< 16"y [ 0= )00yt

a

= 1 Mo — )

Angewendet auf (6.3) ergibt sich

h
§(f(37z'—1) + f(z:))

—HEZWWMW
b=ay

O

Im Folgenden betrachten wir weitere Methoden zur Approximation des

gewichteten Integrals
b
= / f(x)w(x)dx
Dabei sei w(z) eine positive integrierbare Funktion {iber dem Intervall I :=

[a, b] mit
/Iw(x) dr < 0o .

Zur Approximation von I;[f] betrachten wir Ausdriicke der Form

i=0
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mit Knoten x; und Gewichten w;. Unter dem zugehoérigen zusammengesetzten
Quadraturverfahren Q,[f] verstehen wir dann die Unterteilung von [a, b] in n
gleich grofle Teilintervalle, auf die jeweils eine Quadraturformel angewendet
wird.

Um die qualitativen Merkmale einer Quadraturformel bzw. eines zusam-
mengesetzten Quadraturverfahrens beschreiben zu konnen, fithren wir die Be-
griffe Exaktheitsgrad und Konvergenzordnung eines Quadraturverfahrens ein.
Dabei bezeichnet 11, den Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens
m.

Definition 6.2. 1. Eine Quadraturformel Q[f] hat Exaktheitsgrad g,
falls
Q[p] = I[p] fiir alle p € 11, .

2. Ein zusammengesetztes Quadraturverfahren konvergiert gegen Ij[f]
mit der Ordnung s, falls

|Qnlf] — Lalf]|=0(n~°), n—oo.

Beispiel 6.3. Sei w = 1, dann hat die Trapezformel Exaktheitsgrad ¢ = 1,
und die zusammengesetzte Trapezformel konvergiert mit Ordnung s = 2 fiir
alle f € C?[a,b].

6.2 Polynominterpolation

Polynominterpolation ist die Aufgabe, bei vorgegebenen Knoten zy < x1 <
- < xp, und Werten 4o, y1 - -+, Ym €in Polynom p € I1,,, zu finden mit

Definition 6.4. Wir bezeichnen mit

m

w(x) = H(x — ;) € i

1=0

das zu den Knoten {x;} gehorige Knotenpolynom. Die Polynome

w(z) W
li(z) = ——t—— = I eIl
(z) (x — x)w!(x;) 6w T

werden Lagrange-Grundpolynome genannt.
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Man beachte, dass fiir die Lagrange-Grundpolynome gilt, dass

Satz 6.5. Die Interpolationsaufgabe (6.5) hat genau eine Lésung p. p hat
die Darstellung

p(x) = Zyili(l“) .

Beweis. Wegen (6.6) gilt p(z;) = >~ vili(x;) = y;, also (6.5). Damit ist die
Existenz einer Losung gesichert. Seien p, ¢ € 11, zwei Losungen der Interpo-
lationsaufgabe (6.5), dann folgt

P—q)(@:) =0, i=0,---,m,
d.h., das Polynom p — ¢q € I1,,, hat m + 1 Nullstellen. Daraus folgt p = ¢. O
Beispiel 6.6. Die Funktion f(x) wird durch das Polynom

in den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) interpoliert. Dieses Polynom haben
wir schon in Satz 6.1 kennengelernt.

Satz 6.7. Sei f € O™ und p € 11,,, das Interpolationspolynom mit Knoten
{zo, -+ ,xm} und Werten {y; = f(x;) : i = 0,---,m}. Dann existiert zu
jedem x € [xg, x| ein ¢ € [xg, x| mit

_ ()
f(z) = p(z) = mw(@ : (6.7)
Beweis. Fiir x € {xg, 1, , Ty} ist (6.7) trivialerweise erfiillt, da in diesem

Fall w(xz) = 0 und per Konstruktion des Interpolationspolynoms f(x) = p(x)
gilt.
Fiir ¢ {xg, 21, -, T} hat

(f(z) = p(x)) (6.8)

int=uxg,---,2, und t = x Nullstellen.
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Damit enthélt jedes der m + 1 Teilintervalle zwischen diesen Nullstellen
nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle Ti(l) von i/, i=1,--- ,m+1.

Man kann so induktiv schlieflen, dass m — k + 2 Nullstellen Ti(k) der k-ten
Ableitung von h, h®) k= 2,3,---, in dem Intervall I existieren. Insbeson-
dere ergibt sich eine Nullstelle ( = Tl(m+1) von der (m + 1)-ten Ableitung von
h, K™Y in I. Wegen p € II,, ist p*) = 0 und wegen

W (1) = (%)MH (2™ ) = (m+ 1),

folgt hieraus

0= K = $0) — SR 70 i),
bzw. (1)
) = plo) = T Sue).

6.3 Newton-Cotes-Formeln

Mit Hilfe der Polynominterpolation lassen sich leicht Quadraturformeln fiir
I3[ f] mit beliebigem Exaktheitsgrad g angeben.
Seien xy < x1 < -+ < Ty, vorgegebene Knoten in [a, b] und sei

Wy = / Li(z)i(z) da, (6.9)

dann gilt:

Proposition 6.8. Die Quadraturformel

hat den Fxaktheitsgrad q = m.
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Beweis. Sei p € 11,,,. Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms
gilt daher

p(z) = me)zi(x) = Z fla)li(z)

(vgl. Satz 6.5). Daraus folgt mit

die Behauptung. O

Aus Satz 6.7 erhalten wir folgende Fehlerabschétzung:

(m+1) b| m
rat) - @il < e PG pa@ar. a0)

Hier ist w(z) das Knotenpolynom aus Definition 6.4.

Beispiel 6.9. Wir beschrianken uns auf den Fall dquidistanter Knoten a =
To<xy << Ty =>bund w = 1. In diesem Fall spricht man von Newton-
Cotes-Formeln. Im Fall m = 1 erhélt man speziell die Trapezregel (6.2).
Fiir m = 2 ergibt sich die Simpson-Formel

/abf(:r) dr 20 (f(a) +4f <a+b) +f(b)) : (6.11)

6 2
Wegen

/bldle[l] = (1€ T,)Q[] :iwﬂ,

gilt immer

iw —b—a (6.12)



80 KAPITEL 6. NUMERISCHE QUADRATUR

fiir Quadraturformeln mit Exaktheitsgrad ¢ > 0 (insbesondere also fiir Newton-
Cotes Formeln).

Bemerkung 6.10. Im Fall m = 2 erhélt man so die zusammengesetzte
Simpson-Regel

/a o) de

= L)+ AF ) + 2 (e2) A (ms) 4 2 (o) A (e r) + FO))

mit x; =a+1th,1=0,...,2m, und h = b;—ﬂ“
Die Simpson-Regel hat Exaktheitsgrad 3 und die zusammengesetzte Simpson-

Regel erfiillt folgende Fehlerabschétzung

Satz 6.11. Sei f € C*[a,b]. Dann gilt fiir die zusammengesetzte Simpson-
Regel S,|f] die Fehlerabschitzung

b—a b—a
1) = Slfll < I -y

Man beachte, dass der Wert fiir h halb so grofl ist wie bei der zusam-
mengesetzten Trapezregel. Dafiir beriicksichtigt man in jedem Intervall einen
Unterteilungspunkt.

1 N@yh*, h=

6.4 Gaufl-Quadratur

Stellen wir uns zunéchst die Frage: Gegeben seien Knoten ¢y < 21 < --- < x,,
und (m—+1) Gewichte g, w1, - - + , W,,. Wie grof ist der maximale Exaktheits-
grad der Quadraturformel:

m b
QU= 3 nf () =~ Talf] = / F(@)i(z) de ? (6.13)

Proposition 6.12. Sei w > 0 in (a,b). Dann ist der Ezaktheitsgrad der
Quadraturformel Q-] aus (6.13) hichstens g = 2m + 1.

Beweis. Wahle

m

p(z) = H(x —x;)? € Ho(mt1) -

1=0

Offensichtlich ist Q[p] = 0 und I,[p] = f; [T (x — z)?w(z)dz > 0, da
(x — ;)% und W jeweils positiv auf einer offenen Menge sind. O
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Wir iiberlegen uns nun, dass man den Grad tatséchlich erreichen kann.
Dazu leiten wir zuerst notwendige Bedingungen her. Dazu verwenden wir
zuerst ein allgemeines Resultat iiber Orthogonalpolynome, welches wir ohne
Beweis bringen:

Satz 6.13. Gegeben sei das gewichtete innere Produkt fiir Funktionen auf
dem Intervall I = (a,b):

b
< P, >p= / o(x)Y(z)w(x) dx .
Dann existiert eine eindeutige Folge (u,)2, mit

Un(z) = Y™ + ...+ vy €11,

mit
T >0 und < Uy, Up, >= 0y,  fiir allen,m € Ny .

wo = 70 = ( / w(a:)dx>_l/2 .

Setzt man u_1 =0 und By = 0, so erhdlt man

Insbesondere ist

Brs1tn1(z) = 2un(z) — anprtn(z) — Buun—1(x), n €N,
wobet
Ay =< Up, Uy > und Bui1 = Yo/ Vni1 -
Wir stellen das (m + 1)-te Orthogonalpolynom iiber seine Nullstellen dar:

m

U1 () = H(a: — ;) € My,

=0

und fixieren die Nullstellen {z;} als Knoten fiir eine Quadraturformel.
Fiir gegebene Gewichtsfunktion w wéahlen wir die Gewichte w; zu den
Knoten {x;} iiber die Lagrange-Grundpolynome:

b
w; = / li(x)w(x) dx . (6.14)

Aus Proposition 6.9 folgt, dass die entsprechende Quadraturformel @ fiir alle
¢ € 11,41 exakt ist.
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Eine vollstandige Basis von Il,,1 ist gegeben durch

{Lz,. .., 2™ Uy (), TUpi1 (), . ooy 2" Uy, 1 () }

und es gilt, weil u,,,; ein Orthogonalpolynom ist:

b
Ip[2° Uy (7)) = / U ()w(z)de =0, s=0,...,m.

Da auch Q[x*u,+1] = 0 gilt, ist es eine Quadraturformel mit maximal moglichen
Exaktheitsgrad (2m + 1). Diese Quadraturformel wird als (m+41)-stufige
GauB3-Formel G [-] bezeichnet.
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Gewohnliche
Differentialgleichungen

Wir studieren Numerik fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen
der Form

y' = f(t,y) ,t € [0, 7] mit der Anfangsbedingung y(0) = yo . (7.1)

Dabei ist zu beachten, dass y eine vektorwertige Funktion sein kann. Wir
sprechen in diesem Fall von einem System erster Ordnung.

7.1 Das Euler Verfahren

Das Euler-Verfahren (oder auch Polygonzugverfahren) wéhlt auf einem vor-
gegebenen Gitter

A:{0:t0<t1<t2<...<tn}g1

diejenige Gerade als lokale Approximation der Funktion y(.) aus, deren rechts-
seitige Ableitung in dem jeweiligen Gitterknoten mit der vorgegebenen Stei-
gung f(t,y(t)) iibereinstimmt. Da durch yo und f(0,yo) am linken Rand der
Funktionswert und die Anfangssteigung der Geraden festgelegt sind, lassen
sich die Koeffizienten y; € R? der Geraden in expliziter Weise rekursiv
bestimmen:

Yir = Yi + (Ligr — ) f (L, va) -

83
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Euler-Verfahren

Exakte Losung

f t t

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des Euler-Verfahrens

Satz 7.1. Sei I = [0,T] und f : I x RY — R? stetig differenzierbar und
beztiglich y global Lipschitz-stetig,

1F(ty) = f(t. 22 < Llly — 2ll2 fiir alle t € T und y, z € R

Wir nehmen an, dass ein Losung des Anfangswertproblems (7.1) existiert,
eindeutig und zweimal stetig differenzierbar in I ist, und bezeichnen sie mit
y ' Weiters bezeichnen wir mit y;, i = 1,...,n, die berechneten Néiherungen
des Fuler-Verfahren an den Gitterpunkten t; € I.

Dann gilt

(1+ Lh)" —

! exp (Lt;) —
2L 1y [lfo,mh < exp (Lt;) — 1

1 .
ly(ti)—yill2 < 5T ly"llomh, i=0,..n.

Hierbei ist ||y"||jo.7) = maxo<i<r |y (t)||2 (man beachte y"(t) € R?).
Beweis: Der Beweis dieses Satzes gliedert sich nun in drei Teile:

Lokaler Fehler: Nehmen wir zunéchst an, dass fiir ¢; das Euler-Verfahren
auf dem Punkt (¢;,y(t;)) der ezakten Losungskurve initialisiert wird.

Lunter diesen Voraussetzungen ist tatséichlich garantiert, dass eine solche Funktion exi-
stiert. Das ist aber ein Aufgabengebiet der Differenzialgleichuungen, und wird deshalb hier
nicht behandelt.
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Sei z;41 die Approximation fiir y(¢;41), die man mit dem Euler-Verfahren
berechnet, dann gilt

|y (tis1) — zig1l]2
ly(tiv1) — (y(t:) + hf (i, y(t))ll2

ly(tiva) = y(t:) + hy'(4:)]]2

{II

Def. des Eulerverfahrens

<|I

Def. der Differentialgleichung

Sy @ dr —y |

(3

<|I

Hauptsatz der Integralrechnung

ﬂm y'(1T) —y'(t;) dTHz

(3

1y lio.ry Ji* (r = t:) dr

o

g
g(ll
B

>

<|/\ '

Mittelwertsatz de

I

Integralrechnung

VAN

sy lomh® -

Lokale Fehlerfortpflanzung: Tatséchlich ist das Euler-Verfahren nach ¢ Schrit-
ten nicht auf der exakten Losungskurve, sondern hat statt dessen eine
Néherung y; von y(t;) berechnet. Daher miissen wir untersuchen, wie
sich der Fehler im i-ten Schritt, y; — y(¢;), auf das Resultat im i + 1-
Schritt auswirkt. Mit den Rechenfehlern des Euler-Verfahrens ergibt
sich

Yirr = yi + hf(tiyi) und zipy = y(t:) + hf (6, y(t)) -
Man beachte, dass der erste Term zur Berechnung von y;,,, Fehler in
y(t;) mit beriicksichtigt. Damit folgt also

|Yis1 — 2it12
<y —y(ta)llz + RILf(Es, 9:) — £t y(ta) ]2
< (@+hD)y —yt)l- -

Kummulierter Fehler: Jetzt leiten wir eine obere Schranke fiir die Norm des
Gesamtfehlers ||y; — y(¢;)|| nach i Zeitschritten her. Ziel und Aussage
des Satzes ist es zu zeigen, dass

1+ Lh)' —1 ,
o= el < S o nn, i= 0. (72

Wir fithren den Beweis dieser Behauptung mit Induktion: Fiir ¢ = 0
gilt per Definition des Euler-Verfahrens y(ty) = yo und ||y; — y(t;)|2 =
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llyo — y(to)|l2 = 0; damit ist (7.2) in diesem Fall trivialerweise erfiillt.
Aus den ersten beiden Beweisschritten ergibt sich nun

ly(tivr) = Yirlle < |zie1r — Yirall2 + ly(tis1) — 2zigal|2

1, ) (7.3)
< A+ ALy =yl + Sly" lomh
Aus der Induktionsannahme folgt nun
1y(tiv1) — yivall
1 .
i+1 "
< 5L ((1 +hL)"™ —1—hL+ hL) |y ||[0,T]h (7.4)
(1+hL)™ —1

ok

was zu zeigen war. Wegen der elementaren Ungleichung 1 + AL <
exp(hL) und t; = ith € (0,7 folgt auch der Rest der Behauptung.

O

Aus Satz 7.1 folgt, dass der Fehler des Euler-Verfahrens linear in h gegen Null
konvergiert, falls das Gitter sukzessive verfeinert wird. Die Verfeinerung wird
aber in dem Moment kritisch, in dem der Rundungsfehler die Gréflenordnung
des lokalen Fehlers erreicht. Die folgende heuristische Uberlegung mag das
belegen: Nehmen wir an, im (i 4+ 1)-ten Schritt kommt zu den bereits unter-
suchten Fehlern (lokaler Fehler und fortgepflanzter Fehler) noch ein additiver
Rundungsfehler der GroBenordnung e (Maschinengenauigkeit) hinzu. Dann
erhalten wir anstelle von (7.3) die Ungleichung

1
Iy =yt < (ALY lly: = y(t:)ll2 + 511y lomh” + < -

Induktiv ergibt sich entsprechend

% <||y”!|[o,T]h + 2%) i=0,..n. (7.5)
Das bedeutet: Der Gesamtfehler des Euler-Verfahrens setzt sich aus einem
(fiir h — 0 konvergenten) Verfahrensfehler und einem (fiir ~ — 0 divergen-
tem) fortgepflanztem Rundungsfehler zusammen. Man sieht leicht, dass die
Schranke auf der rechten Seite von (7.5) fiir A ~ /¢ ihren minimalen Wert
von der GroBenordnung /e annimmt.

1y = y(t:)ll2 <
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A Fehler

ki ‘ei nster Gesamtfehler

“ Fehler degEuler-Verfahren
! ohngRundungsfehler

Rundungsfehler-
pflanzung

»
|

Diskretisierung h

Abbildung 7.2: Gesamtfehler des Euler-Verfahrens

7.2 Das implizite Euler-Verfahren

Beim impliziten Euler approximiert man die exakte Losung wieder lokal
durch Geraden, aber im Unterschied zum Euler-Verfahren, fordert man nun,
dass die linksseitige Ableitung der Geraden im Gitterknoten mit dem Wert
von f(t;,y;) iibereinstimmt. Wie der Name des Verfahrens besagt, kann die
Bestimmung der Geraden nun nicht mehr explizit erfolgen. Statt dessen er-

gibt sich y;,1 als Losung des folgenden (im allgemeinen nichtlinearen) Glei-
chungssystems

Yisr = Yi + hf(tiza, Yis1) - (7.6)

Das Verfahren ist stabil (in einem genau zu definierendem Sinn), hat aber
den Nachteil, dass es sehr langsam ist.

Das Verfahren ist stabil (in einem nicht néher ausgefiihrten Sinn).

7.3 Runge-Kutta Verfahren

Der erhebliche Nachteil der beiden Euler-Verfahren ist ihre langsame Konver-
genz (in Abhéngigkeit der Zeitdiskretisierung). Schneller Konvergenz erreicht
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Tangentensteigung
im Punkt t o

.................. Exakte L6sung

Implizites Euler-Verfahren

' b b

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung des impliziten Euler-Verfahrens

man mit Verfahren basierend auf dem Ansatz

Yirr =g+ h Y bif(tHehng), Y b =1, (7.7)

j=1 j=1

mit Néherungen 7; fiir y(¢; + ¢jh); s nennt man dabei die Stufenzahl des
Verfahrens.

Speziell bei den beiden Euler Verfahren ist jeweils s = 1 und ¢; = 0,
m = y; (explizites Euler-Verfahren), bzw., ¢; = 1, ;1 = ;11 (implizites
Euler-Verfahren).

Da bei (7.7) jeweils ausgehend von y; =~ y(t;) die néchste Néherung
Yir1 ~ y(t;11) berechnet wird, spricht man bei Verfahren dieser Art von Ein-
schrittverfahren. Im Gegensatz dazu verwenden Mehrschrittverfahren
auch &ltere Naherungen y;_1, ..., zur Berechnung von ;.

Nehmen wir nun an, dass y; = y(¢;) auf der exakten Losungskurve liegt
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(lokaler Fehler) dann ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differentialrechnung

y(tiv1) = Yinr NP
Annahme y(t;)=vy;

tit1 S
:/ y(t)dt — b bif(ti + cjh,ny)
t

i j=1

y(tis) —y(t:) — by bif(ti+ cjh,ny)
j=1

= / e e b3 Zbif it ).

Dgl. "%
Wir sehen daher, dass der lokale Fehler klein wird, falls die Summe

h i1 bjf(ti+cjh,n;) eine gute Approximation des entsprechenden Integrals
S Pty (1) dt ist.

Daher liegt es nahe, Quadraturformeln zur Wahl der Parameter {b,},
{¢;} und {n;} heranzuziehen.

Beispiel 7.2. Mit der Mittelpunktsformel ergibt sich der Ansatz

Yiyr =y +hf(ti +h/2,m), (7.8)

wobei idealerweise 1, = y(t;+h/2) sein sollte; allerdings ist dieser Wert nicht
bekannt. Eine Nédherung kann jedoch leicht gefunden werden durch

b h
m = y(t;) + 5Y (t;) =y + §f(tz'>yz') .

Das ist das Verfahren von Runge aus dem Jahre 1895.
Die Verwendung von Ndherungen ist der wesentliche Unterschied zu Qudra-
turformeln.

Ein andere Alternative ist die Trapezregel. Sie ergibt sich aus dem Ansatz

h h N
Yit1 = Yi + §f(ti>yi) + §f(ti+1>771) ;

wobei nun 7); = y(t;+h) sein sollte. Geht man wie beim Verfahren vom Runge
vor und ersetzt man

=y +hy'(t:),

dann ergibt sich das Verfahren von Heun.
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Wir studieren das Verfahren von Runge etwas genauer. Bei diesem Ver-
fahren ergibt sich die Taylorentwicklung fiir hinreichend glattes f unter der
Voraussetzung y; = y(t;)

h? h?
Yien = Yi + hf(ti, ) + ?ft(tia yi) + ?fy(tiv yi) [ (ti, y;) + O(R?),
2

(i) = 9l + b/ () + o/ (1) + OF)

h
=y +hf(ti,y) + B (fets,yi) + fo(tiwa) f(ti, w:) + O(R®) .
Damit gilt fiir den lokalen Fehler

ly(tis1) — Yisll2 = O(R®) .

Das Verfahren von Runge hat also einen kleineren lokalen Fehler als die
beiden Euler-Verfahren.

Definition 7.3. Ein Einschrittverfahren hat die (Konsistenz)-Ordnung
q, falls fiir jede Differentialgleichung v/ = f(t,y) mit f € C¥(I x J) und
jedes t; € I fiir den lokalen Fehler gilt:

yi = y(t;) € J = |lyis1 — y(tia) ]2 = O(R™Y), h—0.

Beachte: Die Ordnung ist ¢ (und nicht ¢ + 1), obwohl die entsprechende
h-Potenz g + 1 ist! Wie wir spéter sehen werde, ist die Konvergenzordnung
an einem festen Punkt ¢ty € (0,77 bei einem Verfahren der Ordnung ¢ O(h?)
ist.

Beispiel 7.4. Die beiden Euler-Verfahren haben die Ordnung ¢ = 1 und das
Verfahren von Runge hat die Ordnung ¢ = 2.

Wir studieren im folgenden den Zusammenhang zwischen Quadraturver-
fahren und dem Ansatz (7.7).

Satz 7.5. Hat ein Einschrittverfahren der Form (7.7) die Ordnung q, dann
hat die Quadraturformel

Qla) = Y bigles) ~ [ gla)da

den Ezxaktheitsgrad g — 1 — das bedeutet, dass Polynome bis zum Grad g — 1
exakt integriert werden konnen.
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Beweis: siche etwa [4]. O

Aus diesem Satz ergibt sich unter Verwendung von allgemeinen Resultaten
iitber GauB-Quadraturformeln, dass ein s-stufiges Einschrittverfahren maxi-
mal die Ordnung ¢ = 2s haben kann.

Runge-Kutta Verfahren sind Verfahren héherer Ordnung, mit geeig-
neter Wahl der Koeffizienten 7;. Wegen

ti+cjh ti+cih
mutreh) =)+ [ yOd =g+ [ fey@)d (1)

bietet sich hier wieder eine Quadraturformel an. Um zusétzliche Funktions-
auswertungen f(t,y) zu vermeiden, beschrinken man sich dabei auf die glei-
chen Werte f(t; + cjh,n;), 7 =1,..., s, wie fiir die Berechnung von y;1;. Das
ergibt folgenden Ansatz:
Ny =Y +h Z ajkf(ti + Ckh, T]k) , Z A = Cj - (710)
k=1 k=1
Falls a;, = 0 fiir j < k ist die Rechenvorschrift ezplizit und fithrt auf ein
explizites Runge-Kutta Verfahren. Ansonsten ergibt sich ein implizites
Runge-Kutta Verfahren. Die Bedingung Y ;_, a;x = ¢; ist aus Quadra-
turformelmethoden motiviert, wird aber in der Literatur nicht einheitlich
verwendet. Es ist eine unwesentliche, aber sehr niitzliche Voraussetzung.
Ublicherweise werden die Koeffizienten {ajx,b;,c;} in einem quadrati-
schen Tableau zusammengefasst (das so genannte Runge-Kutta Abc),

C1 | Q1,1 ai s
Co | Q21 (22
c|A . C3 | a31 A32
bt B
Cs | Qs1 e Qg s—1 Qg
b by ... bs_q b

wobel wir A = [a;x] € R¥ b = [by,....bs]" € R® und ¢ = [c1,...,¢5)" €
R?® gesetzt haben. Wir sprechen ab nun von dem Runge-Kutta Verfahren
(A, b, c).

Beispiel 7.6. Fiir das explizite und implizite Euler Verfahren ergeben sich
folgende Tableaus:
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Das Verfahren von Runge (hier in zwei Stufen aufgeschrieben)

m = yi"‘%f(tivyi)
Yisn = Yi+hf(ti+h/2,m)

passt auf den ersten Blick nicht in das Runge-Kutta Schema. Man beachte,
dass in der Definition von 7; auf der rechten Seite kein 7 auftaucht. Das
heifit, um das Verfahren von Runge in ein Schema zu pressen, ergéinzt man
das Runge-Kutta Schema um den Index Null und setzt ¢g = 0 und 7y = v;,
sodass

1 1
m=vi+h Y apf(ti+ahme), Y ap=cforj=01. (7.11)
k=0 k=0
Setzt man nun noch konkret ¢; = 1/2, so ergibt sich
M = Yithd o0 f(ti+ crh,m)

mo o= yi+ 2f(t+h/2,n)
Yisn = Yi+hf(t;i+h/2,m).

Diese drei Gleichungen werden mit folgendem Runge-Kutta Tableau beschrie-
ben

00 o
1/21/2 0
| 0 1

Wir konstruieren nun ein Verfahren der Ordnung 3 und leiten uns dazu
Bedingungen fiir die Parameter des Runge-Kutta Schemas her.

Satz 7.7. Runge-Kutta Verfahren haben mindestens die Ordnung 1. Fin
Runge-Kutta Verfahren (7.7), (7.10) ist von zweiter Ordnung, wenn

- 1
> bie; = 5 (7.12)
j=1

FEs ist von dritter Ordnung, wenn zusdtzlich

S 1 S S 1
2
;bjcj =3 und ij ;ajkck =5 (7.13)

j=1 =
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Man iiberpriift sofort, dass beim Verfahren von Runge (7.8) die Bedingung
(7.12) erfiillt ist, nicht aber die beiden Bedingungen in (7.13).

Beispiel 7.8. Wann immer in der Literatur von dem Runge-Kutta Verfahren
gesprochen wird, dann ist das folgende Verfahren von Kutta (1901) auf
der Basis der Simpson-Formel gemeint. Die Koeffizienten dieses Verfahrens

lauten:
01:0, 02:1/2, 03:1/2, 6421

mit den Gewichten
by =1/6, by=1/3, b3=1/3, by =1/6.

Wegen des Exaktheitsgrad ¢ = 3 der Simpson-Formel sind die Bedingungen
(7.12) und die erste von (7.13) automatisch erfiillt. Beriicksichtigt man, dass
das Verfahren explizit ist, so reduziert sich die verbleibende Ordnungsbedin-

gung in (7.13) zu
1 1 1 1

582 + 15442 + 2% = 5

so dass die Bestimmung der {a;;} in dieser Weise unterbestimmt ist. Erwei-
tert man Satz 7.7, dann ergibt sich eine eindeutige Losung aller Ordnungs-
bedingungen fiir ein explizites Verfahren vierter Ordnung, die im folgenden
Tableau dargestellt ist:

0
1/2 [ 1/2
121 0 1/2

110 o 1
1/6 1/3 1/3 1/6
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