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1. Seien A und b definiert als

2 -1 -1 0
A=[-1 3 —-1], b:=11
-1 -1 2 0

Verwenden Sie das CG-Verfahren, um das Gleichungssystem Ax = b zu losen.
Verwenden Sie dabei den Startvektor z(©) = 0.

2. Zeigen Sie, dass das CG-Verfahren unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis
in R™ ist.
Genauer: Sei Q € R"*" eine orthogonale Matrix und A = QAQ*. Bezeichne z*) die
k-te Iterierte des CG-Verfahrens fiir das Gleichungssystem Ax = b mit Startvektor

2 und #*) die k-te Iterierte fiir A7 = Qb mit Startvektor #(© = Qz(©). Dann ist
k) = Q).

3. Essei A € R™*" eine Matrix mit maximalem Spaltenrang. Betrachten Sie folgen-
den Algorithmus:

Wihle (9 € R™ beliebig, setze r(® = b— Az, 50 = A*40) ynd d©@ = 5O, Fiir
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wobei der Algorithmus abgebrochen wird, sobald s®*) = 0.

Zeigen Sie, dass (%) gegen die Losung des Ausgleichsproblems
| Az — b||> = min (1)

konvergiert.



4. Es sei A € R™*"™ ¢ine beliebige Matrix und b € R™. Zeigen Sie, dass unter al-
len Losungen des Ausgleichsproblems (1) genau eine Losung ! existiert, die das
Funktional ||z||* minimiert. Zeigen Sie weiters, dass der Algorithmus aus Aufgabe
3 mit Startwert 2(®) = 0 auch dann konvergiert, wenn die Matrix A nicht vollen
Rang hat, und zwar gegen .

5. Implementieren Sie in MATLAB das CG-Verfahren zur Lésung von linearen Glei-
chungssystemen.

Fiir ¢ > 0 sei die Tridiagonalmatrix A, € R?%0%290 definiert durch die Hauptdiago-
nale d. = (2+c,...,2+c) € R?® und die Nebendiagonalen | = u = (—1,...,—1) €
R, Sei weiters b= (1,...,1) € R?%,

Losen Sie mit Hilfe Thres Programms das Gleichungssystem A.x = b fiir verschie-
dene (kleine) ¢ > 0. Wie hingt die Zahl der Schritte, die benétigt wird, um eine
vorgegebene Genauigkeit zu erreichen, von ¢ ab?

6. Gegeben sind Datenpunkte (¢j,y;) € R* 1 < j < n. Gesucht ist ein Polynom
p(t) = 1to cxt® vom Grad 0 < m < n, das die Daten méglichst gut beschreibt.
Das heif3t, es soll der quadratische Fehler

F(p) = _Ip(t;) — y;|”
j=1

iiber allen reellen Polynomen vom Grad kleiner gleich m minimiert werden. Sei
nun A die Matrix

1t B ...t
e 1ty 2 ... tp
1 ot, t2 ... t"

Dann ldsst sich die Minimierung von F' schreiben als Losung des Ausgleichspro-
blems
||Ac — y||2 — min,

wobei ¢ = (cg,...,cm)? der Koeffizientenvektor des Polynoms p ist und y =
(yl) e ayn)

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das zu gegebenen Datenpunkten (t;,y;) €
R? und gewiinschtem Grad m das optimale Polynom p bestimmt. Verwenden Sie
zur Losung des Ausgleichsproblems ein Verfahren Threr Wahl (ohne dabei auf die
in MATLAB vordefinierten Loser zuriickzugreifen).

Testen Sie das Programm mit n = 100, ¢t; = 27j/n und y; = sin(¢;). Plotten Sie
die Ergebnisse fiir verschiedene m.



