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Kapitel 1
Splines

Historisch wurde zunéchst die Polynominterpolation zur Approximation skalar-
er Funktionen verwendet. Diese Art der Interpolation fiihrt aber zu starken
Oszillationen. Die Alternative ist die gesuchte Funktion durch stiickweise
zusammengesetzte Funktionen zu approximieren, die sogenannten Splines.

1.1 Treppenfunktionen

Gegeben sei ein reelles Intervall [a, b] und ein Gitter
A={a=xzy<z1<...<x3;=0}. (1.1)

Wir definieren
h := max hi, hizl'i—]fi_l.
I

-----

Unter einer Treppenfunktion versteht man eine von rechts stetige Funktion s
mit der Eigenschaft

s(z)=s;, wii<wz<wz, i=1,...,1.

Diese Treppenfunktionen bilden einen linearen Raum Sy o der dimension [.
Als Basisfunktion verwendet man iiblicherweise die characteristischen Funk-
tionen y; der [ Teilintervalle. Es gilt somit

s(x) = Z siXi() .

Wir fassen einige trivialle Eigenschaften dieser Treppenfunktionen zusam-
men:
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Bemerkung 1.1. 1. Spa ist ein Teilraum von L?[a,b] der quadratisch in-
tegrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b]). Alle Funktionen sind
der Einfachheit halber reell. Bei komplexen Funktionen approximiert
man Real- und Imaginérteil getrennt.

2. Die Basisfunktionen ;/v/h; bilden eine Orthonormalbasis von L?[a, b].

3. Die beste Approximation von einer Funktion in L?[a,b] kann somit
mit den Vorkenntnissen der Numerik I bestimmt werden, und wird im
folgenden Satz ausgefiihrt.

Satz 1.2. Sei f € L*[a,b]. Dann ist s = Zi’:l sixi mit
1 [ )
si:—/ flx)de, i=1,...,1 (1.2)
hi T 1

beziiglich der L?[a,b]-Norm die beste Approzimation in Sy a von f.
Ist f € H'a,b], dann gilt

1f = sll2pae) < PN 22jas) - (1.3)

Beweis. Wie wir schon in Numerik 1 gesehen haben sind die Koeffizienten 3;
der best approximierenden Treppenfunktion s bzgl der Basis \}%, i=1,...,1
gegeben sind durch

A Xi 1 i
S; = > f = /= f(l') dx )
< h’t >L2 [a,b] h’b Ti—1

woraus folgt

l l

~ i 1 Ti l
=Y i = 2 ([ s )=

i=1 i=1

Nun widmen wir uns der Fehlerabschitzung (1.3). Wir verwenden dazu
die Fehlerdarstellung

1 = slas = [ () = st)?de = 3 [ (7(0) = s da
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It nun f € H'[a,b] (so ist sie auch stetig) und es existiert in jedem Teilinter-
vall eine Zwischenstelle &; € (z;_1,x;) mit f(&;) = s;. Somit gilt

(f(2) = s:)* = (f(2) = f(&))?

Somit folgt also durch erneute Integration iiber das Intervall [a, b]:

l Xq Xq
RNy / h / F(t) dt da
=1 Y Ti—-1 Ti—1
l

Ty

= 12| F 12 -

1.2 Lineare Splines

Die Ordnung h Abschitzung in (1.3) ist optimal. Bessere Abschitzungen
kann man mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen, oder noch glatteren
Funktionen bekommen.

Definition 1.3. Ein Spline vom Grad n ist eine Funktion s € C"1[a, b], die
auf jedem Intervall [z; 1, ;) ein Polynom vom Grad n ist. Fiir den Raum
der Splines vom Grad n schreiben wir S, a.
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Neben den Treppenfunktionen sind die stiickweise linearen Funktionen,
die sogenannten linearen Splines (n = 1), und die kubischen Splines (n =
3) wichtig. Bevor wir uns im Detail mit diesen Funktionen beschiftigen
studieren wir einige allgemeine Resultate:

Bemerkung 1.4. 1. Der Raum S, o ist ein linearer Vektorraum, der die
Polynome vom Grad n enthélt.

2. Ist s € S, A, dann ist fiir 0 < k < n, sk e Sn—ka (die k-te Ableitung).
3. Die n-te Ableitung ist zwischen den Knoten konstant.
Proposition 1.5. S, A ist ein (n+1)-dimensionaler Unterraum von L*[a, b].

Beweis. Sei x; eine beliebige n-te Stammfunktion der charakteristischen Funk-
tion ;. Aus der Definition ergibt sich, dass x; € S, a. Wie wir schon fest-
gestellt haben, sind die Polynome vom Grad kleiner gleich n, und damit alle
Monome 27, j = 0,1,...,n— 1, in S, o enthalten. Wir zeigen nun, dass

{ti:i=1,....0u{a?:j=0,...,n—1}

eine Basis des S, a bildet.

Sei s € S, A beliebig, so is 5" € Sy o und kann daher geschrieben werden
als s" = 2221 s;Xi- Folglich stimmen s und 22:1 s;X; bis auf ein Polynom p
vom Grad n — 1 iiberein, d.h.:

!
s=p+ Z sixi in [a,b] . (1.4)

=1

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit verwenden wir (1.4), und
zeigen, dass fiir ein s = 0 auch s; = 0 und p = 0 gilt.
Aus (1.4) folgt aus s = 0 somit auch

I
0=s"= ZSin‘ in [a,b],
i=1

woraus aus den Basiseigenschaften von y; auch folgt, dass s; = 0 fiir alle =
1,...,l. Folglich folgt aus (1.4) und unserer Annahme s = 0, dass s = p = 0,
und somit die Behauptung. O
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Bemerkung 1.6. e Fiir lineare Splines ergeben sich genau (I — 1) Frei-
heitsgrade.

e Anstatt (1.4) verwendet man in der Numerik die sogenannte nodale
Basis der Hutfunktionen A;; 1 =0,1,...,1—1.

e Die Hutfunktionen erfiillen

Az(ﬁj):&j, Z,jzo,,l (15)

o Sia C H'ab).

(1.5) erlaubt eine einfache Bestimmung der Koeffizienten des interpolieren-
den linearen Splines:

Satz 1.7. Seien yo, ...,y vorgegebene Werte. Dann ist s = Zi:o yil\i € Sia
der eindeutig bestimmte lineare Spline mit

s(x))=vi, 1=0,...,1.

Beweis. Wegen (1.5) erfiillt s = Zi:o y;\; die Interpolationseigenschaft an
den Knoten. Die Eindeutigkeit folgt nun daraus, dass eine lineare Funktion
auf [z;_1,x;] durch die beiden Randwerte in diesem Intervall eindeutig bes-
timmt ist. ]

Im folgenden beschéiftigen wir uns mit Fehlerabschétzungen fiir lineare
Splines. Dazu verwenden wir einige Hilfsmittel der Approximationstheorie:

Lemma 1.8. Seien f,¢ € H'a,b|, die auf dem Gitter A tibereinstimmen.
Dann qult

h
If — Ol r2fap < ﬁ”f/ — &' 120y - (1.6)

Beweis. Sei x € [z;_1,x;) beliebig. Da f und ¢ am Gitter identisch sind gilt:
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Damit folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung:

[ o a= [ ([ ro-sena) a
<[ ([ vo-swra [ a)aw

-/ i(z—xz ) / () - ) dtds

§/ x—xllda:/ @' (1)) dt
1 2 i / /
=gt | - o)
Summiert man iiber ¢ = 1,...,[, dann erhélt man die gewiinschte Ungle-

ichung. O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun Fehlerabschéatzungen fiir interpolierende
lineare Splines beweisen:

Satz 1.9. Sei f € H'[a,b] und s der interpolierende Spline zu f auf A. Dann
15t

1f = sllz2fap < ||f | 22[a) -
[ \/— [a,b] -

Beweis. Wir wissen bereits, dass jeder lineare Spline in H'[a, b] liegt. Damit
existiert insbesondere die schwache Ableitung, und folgende Identitéit ist
wohldefiniert:

1" = 822 = 1 T2pap — 2F =5, 8") L2y

= 1 220y — / 2f — &) ()8 (z) dx .

Wir zeigen nun, dass fab(Qf’ — §')(x)s'(z) dz > 0 ist, woraus aus der obigen
Ungleichung folgt, dass

1 = & leztasy < 1 22000 -

Zusammen mit (1.6) folgt dann:

1f = sllzefap) < \/—Hf 8[| L2fag) < \/—Hf (IZPR
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und somit die Behauptung des Satzes.
Wir zeigen also nun ff(Qf’ — &) (z)s'(z)dxr > 0: s ist eine stiickweise
lineare Funktion, weshalb gilt

f(xi) = f(wi)

s'(z) = s € (zi-1,25) .

Damit folgt

_ Z f(xz) — f(-'[i—l) /acl (2]” N SI)(iL’) dr

Liy — Tj—1

N .

Integratlon)

Z JE) =T 9 (0,) — s(ar) = 2 (i-1) + s(aricn)

i — Li—1

= (Interpolatlerende Spline Eigenschaft)

Z f 22) = /(i) (f (i) = f(@i1))

— Ti—1
l
flxi) = flzia)?
B z_:‘ Ti — i1
>0

O

Nun beweisen wir typische Abschatzung fiir Splines. Typische ist, dass
die Abschétzungen von der Ordnung her umso besser sind, je glatter die zu
interpoliernde Funktion ist:

Satz 1.10. Sei f € H?[a,b] und s der interpolierende Spline, dann gilt:

1f = sllzefap) < —Hf | 22(a,8) »
(1.7)

1f" = 8" l2fap <

E\’f"ﬂﬂ[a,b} :
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Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Identitét

1" = 52200

- Z [ =i

—1 Y Ti-1

= (Partielle Integration auf (z;_1,z;))
! ;
S (= 9@ =@ - [ (9@ - o)
= (s" = 0 in jedem Teilintervall und s interpoliert an Randpunkten)

-3 [ U@

— [ - 9@)"e) ds

a

< (Cauchy Schwarz Ungleichung)
1f = sllzefaelll £l 21at)

h
< 7 I S/ " " " )
< \/§Hf Il 220, 1" | 2200
(1.6)
Durch Division mit || f* — s'|| 2[4, folgt somit der zweite Teil von (1.7).
Aus Lemma 1.8 und der zweiten Ungleichung folgt

h ! s h2 1012
1f = sllzefap) < EHf — 872000 = Eﬂf 17200 -

Bemerkung 1.11.

Beachte, dass die Erhohung des Splinegrades von n = 0 zu n = 1 zu ein-
er entsprechenden Erhohung der Ordnung um einen Faktor 1 gefiihrt hat.
Vergleiche (1.7) und (1.3).

Die beste Approximierende von f im L2-Sinn erfiillt natiirlich dann auch die
erste Abschiitzung von (1.7). Beachte, dass diese Funktion nicht in H' sein
muss.
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Im Abschlu zu den linearen Splines beschéftigen wir uns noch mit der
Berechnung des approximierenden linearen Splines: Dazu verwenden wir die
Gramsche Matriz der linearen Splines

G = [(Ais Aj) 2y =01, - (1.8)
Diese Matrix hat folgende Eigenschaften:
1. Die Dimension der Matrix ist ({4+1)x ({41) (also Knoten zum Quadrat).

2. Die Matrix ist regulér, da die A; linear unabhéngig sind.

3. Dafiir [i — j| > 2 (Ai, Aj) sy, = 0 gilt, ist G eine symmetrische Tridi-
agonalmatrix.

4. Die Diagonal- und Nebendiagonaleintrége ergeben sich wie folgt:

Diagonale: Fiir i = j € {1,...,(} gilt:

T; h; t2 hz
1

Analog sieht man, dass fir i = j € {0,...,1 — 1}

Tit1 h
/ A} (z) dx = gl .

Zusammengefaflt gilt also fiir die Diagonale von G

h_i i=0,

hi+h; .

gi=4q "B oi=1,...,01-1,
b =1
. .

Nebendiagonalen: Wegen der Symmetrie reicht es, die untere Neben-

diagonale zu bestimmen, alsoist j =¢—1,i=1,...,[:
Giji-1 = / Ai(z)Ni—y(x) do
Ti—1
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Zusammengefasst:
[ 2hy hy 0 7
hi 2(hyi+hy) hy
1
G:=- h )
6 2
2(hi—1 +hy) Iy
| 0 hy 2h |

Das folgende allgemeine Resultat gibt Auskunft, wie die beste approximierende
Néherung mit der Gramschen Matrix berechnet werden kann.

Satz 1.12. Sei f € X, wobai X ein Hilbertraum ist, und {¢; : i € N} eine
Basis von X,,. G bezeichne die zu dieser Basis gehorige Gramsche Matriz.
Dann ist f, > x;¢; € X, genau dann die beste Approzimation an f aus
X, wenn
Z1 <¢17 f>
Gx =0 firx = : und :
Tp (¢, f)

1.3 Kubische Splines

Kubische Splines, das sind die Elemente von S5 A, werden héufig in der Com-
putergraphik verwendet.

Wir fassen einige allgemeine Resultate, die wir vorher kennengelernt haben
zusammen:

1. Ein kubischer Spline ist zweimal stetig differenzierbar. Dies ist auch
der Grund, dass diese Funktionen in der Computergraphik so beliebt
sind.

2. Wir wissen aus Bemerkung 1.4, dass wir zur eindeutigen Bestimmung
eines kubischen Splines (I + 3) Bedingungen brauchen.

3. Ist s € S3a, dann ist s” € S;a. Damit kann man s” mit Hilfe von
Hutfunktionen darstellen:

l
S// = Z,YZAZ y (19)
1=0
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wobei v; = §"(z;),i = 0,...,0, gilt. Man nennt ~; die Momente des
kubischen Splines.

Im folgenden bestimmen wir die Bedingungen, die zu einer eindeutigen Berech-
nung des kubischen Splines fiithren.

Zuerst verwenden wir, dass fiir eine C?-Funktion p in einem Intervall
[1'1;1, ZCZ] gllt

pla) = pla) = | v

= (partielle Integration)

. (1.10)
— A -, - [ SO -a)a
— e —a)~ [ PO~ )dr.
Weiters stellen wir fest, dass fur t € [z;_1, 7]
s"(t) = vic1 i1 (t) + 7i\i(2)
T; — t t— Ti-1
= Yi-1 + 7
T — Ti—1 T — Ti—1
i— i 1.11
f_%l(t— i)+Z—i(t—xH) (L11)

gilt, woraus sich fiir x € [z;_1,x;) ergibt
s(x) — s(z;) + §'(x;) (2 — )

:—/%s”(t)(t—x)dt
:_%/x(t—xi)(t—x)dt—%/xt—xdt (1.12)

i — i1 (2 — 2;)° T — ;)
=i ( ) +%~( )
h; 6 2

Mit der Abkiirzung

i i

s; = s(x;) und s; = §'(z;) fir i =0,...,1
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erhalten wir aud (1.12) somit eine kompakte Identitét fiir den kubischen
Spline: Fir « € [x;_y,z;] und i = 1,...,1 gilt

(x—2)® v — o1 (v — 2)?
. 1.1
5 T G (1.13)

Insbesondere gilt somit fiir i =1,...,(

s(x) = s + s;(x — ;) +

vihi _ (vi = vi)hf

/
Si—1 = S; — 8<hi +

! 2 6
h2
= s; — sihi + EZ(Z%‘ + Y1) (1.14)

h;
Si 1 =8 — 5(%’—1 + ) -

Durch Kombination dieser Gleichungen erhalten wir fiir i =1,...,0 —1

Si+1 — Si Si — Si—1

hi-l—l hi
hit1 hit1 hi h;
=Si11 — YiTeT T Ty~ s;+ Visig T
o hi1 iy iy hi hi
=iy =5 =N T g T i i
1
:g(hiﬂ%ﬂ + 27i(hi + hita) + vie1hi) -
In Matrixschreibweise lautet das System:
hi 2(hy + hs) ho 0 o
g
1 ha 2(ha + hs) .
6 L L hy_y %'_1
iy 2(himr +hy) Iy "
cRU-1)x(I+1) B B
—hit hTt Ryt =Ryt 0 50
_ _ _ S1
_ —hyt hyt 4 byt
. _h;11 S
_ i _ -1
hily W+ Rt —hy sy
CRO-Dx(I+1) ) )

(1.15)
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Erfiillen umgekehrt die Momente 7; und die Funktionswerte s; = s(x;) die
Gleichung (1.15), dann definieren diese Werte den interpolierenden kubischen
Spline. Von dem sind die Ableitungen wegen (1.13) gegeben durch

gy SiTSia o hi B
s; =8 (x;) = 3 +%_16 +%3 .

Die beiden Matrizen in (1.15) haben die Dimension (I—1) x ([41), und da-
her sind die Gleichungssysteme unterbestimmt. Man muf3 also zusétzliche Be-
dingungen aufnehmen. Bei natiirlichen kubischen Splines fordert man zusétzlich,

dafl
§"(a) =s"(b) =0 (1.16)

gilt. Dies bedeutet aber wegen (1.9) gerade, dass
v = s"(a) =0and v, = s"(b) =0 . (1.17)

Damit vereinfacht sich das Gleichungessystem (1.15) in diesem Fall zu

2(hy + hs) ha 0
" d;
1 ho 2(hg + h3) . .
6 .. .. h : : ’
. . -1 d
V-1 -1
hi—y 2(hi—y + )
—GeR(-DX(1-1)
(1.18)
wobei
Sit1 — Si  Si— Si—1 Sit1 1 1 > Si—1 .
di: — = =S| — + + s 221,...,l—1.
hit1 hi hi1 (hi hi1 hi—s
(1.19)

Die Matrix G in (1.18) ist die Gramsche Matrix der Hutfunktionen {Ay, ..., Aj_1}.
Sie ist somit positiv definit und damit hat Gleichung (1.18) eine eindeutige
Losung. Wir fassen das Gesagte in einem Satz zusammen:

Satz 1.13. Seien yo,...,y; vorgegebene Daten, dann g¢ibt es genau einen
natiirlichen Spline s € S3 A mit

s(x;) =i, i=0,...,0.
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Beispiel 1.14. Auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h. Wir bes-
timmen den natiirlichen kubischen Spline s, der fiir ein festes 7 = 0,1,...,1

die Lagrange-Interpolationsaufgabe
S(.fi):éij, 7;:0,...,[,
16st. Das Gleichungssystem (1.18), (1.19) hat die Gestalt

4 1 0

1 4 n

o1
0 1 4
= Sit1 — 28i + Si—1
6

T2
6

T2

Yi—1

(0415 — 20,5 + 0i—1;)

(ej41 = 2¢; +¢j1),

(1.20)

(1.21)

wobei e;,j = 1,...,1 —1 die kartesischen Basisvektoren in R sind. Formal

setzt man eg = ¢; = 0.



Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Wir werden im ersten Teil dieser Vorlesung Theorie und Numerik fiir Systeme
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen der Form

y' = f(t,y) ,t € [0,7] mit der Anfangsbedingung y(0) = y

behandeln. Dabei ist zu beachten, dass y eine vektorwertige Funktion sein
kann. Wir sprechen in diesem Fall von einem System erster Ordnung.

Beispiel 2.1. (Exponentielles Wachstum) Eine Population einer Art lebe von

einem unerschopflichen Nahrungsvorrat und hat zur Zeit t die Grofle P(t).

Nehmen wir nun an, dass sich die Population gleichméfig verdoppelt. Eine
gleichméaflige &nderung der Bevolkerung, bedeutet, dass die Bevolkerungséinderungsrate
in jedem Zeitpunkt konstant ist, also

P'(t)
P(t)

= o = const. (2.1)
Die Konstante ergibt sich, wenn man die Verdoppelungen in einem Jahr
erreichen will wie folgt: Da (log P)'(t) = « gilt, folgt

log P(t) =at+ (.
Woraus, wenn die Zeiteinheit fiir ¢ Jahre gewéhlt wird:

P(t+1)

*T P

= e und P(0) =€’ .

17
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Mehr Beispiele kénnen in dem Buch von von Heuser [9] nachgelesen wer-
den.

Wir weisen nun auf einen Zusammenhang zwischen partiellen Differen-
tialgleichungen, die Evolutionsprozesse beschreiben, und gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen hin. Mit Hilfe dieser einfachen Feststellung kann man
Losungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen zur Losung von
partiellen Differentialgleichungen heranziehen.

Beispiel 2.2. Sei u(z,t), —1 < x < 1, die Temperaturverteilung zum Zeit-
punkt ¢ in einem Stab der Lange [ = 2. Bei konstanter Wérmeleitfahigkeit o
im Stab, geniigt u der Warmeleitungsgleichung:

U = OUgp, —1<ax<1,0<t<T. (2.2)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung (weil sie von zwei Variablen, x,¢
abhéngt). Durch Diskretisierung der Ortsvariablen = kann man diese partielle
Differentialgleichung in ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen
iiberfithren. Um dies zu demonstrieren, setzen wir der Einfachheit o = 1. Sei
v eine stetige, stiickweise differenzierbare Funktion mit v(—1) = v(1) = 0,
dann folgt mit partieller Integration

1 1 1
/ u(t, x)v(x) de = / Uy (T, 2)0(2) do = —/ Uz (t, x)v,(x) do . (2.3)
-1 -1 -1
Nehmen wir nun an, dass am linken und rechten Ende des Stabes Randtem-
peraturen ug(t) und uy(¢) gegeben sind, dann kann man u(t, z) fiir jedes ¢ et-
wa stiickweise Geraden iiber dem Gitter A ={—-1=1z¢ < x; < ... <1z, =1}
approximieren, d.h.

u(t,z) = Zyi(t)/\i(x) : (2.4)

wobei A; ein linearer Ansatz-Spline ist, der an z; den Wert 1 und an seinen
Nachbarpunkten den Wert 0 (sofern sie im Intervall [—1, 1] liegen; auBlerdem
ist der Spline stetig. yo und y,, sind bekannt, das sind ndmlich die Randtem-
peraturvorgaben wug(t) und u;(t). Alle anderen Funktionen y; sind unbekannt.

Durch Einsetzen von (2.4) in (2.3) ergibt sich ein Differentialgleichungssytem
fiir die Funktionen yy, ..., yp_1:

S uit) [ Maola)de = =3 (o) [ N)unle) de
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wobei v(z) € {Aj(z):j=1,..,n— 1} - also kann v irgendeine Hutfunktion
sein, die homogene Randbedingungen erfiillt. Bezeichnet

41 0 . .0
h 1410 .0
G = [(Ai, Api<ij<n—1 = 6l .o
0 1 4 1
01 4

U.Ild A = [<A/z7 A;ngi,]‘gn—l SO gllt
Gy (1) + Ay(t) = b, (2.5)
und b ein Vektor, der sich aus den Groflen uy und wu; ergibt.
Zur Losung des Systems (2.5) braucht man noch Anfangswerte fiir die

Funktionen ¥, ...,y,_1, die sich etwa durch Interpolation der Anfangstem-
peratur u(0, z) ergeben.

2.1 Losungstheorie

Fiir eine umfassende Losungstheorie von gewodhnlichen Differentialgleichun-
gen verweisen wir auf Walter [11].
Die Grundlage vieler Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir die Losung
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen ist der Satz von Picard-Lindelof.
In diesem Kapitel treffen wir die folgenden allgemeinen Annahmen:

e y=y(t) e RY,

e die Funktion f sei in dem offenen Gebiet (2 = I x J definiert, mit
(0,T) C I,

e J C R J darf auch ein unbeschrinktes Gebiet sein.

Satz 2.3. (Picard-Lindelof) Die Funktion f sei stetig auf Q@ und auf allen
kompakten Teilmengen K C Q gelte

1F(Ey) = F(2)lle < Lilly = 2llz - fir alle (t,y), (1,2) € K. (2.6)

Dann existiert zu jedem yo € J ein nicht leeres Teilintervall Iy C I mat 0 tm
Abschluss von Iy und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Losung
y : Iy — J des Anfangswertproblems

y' = f(t,y),t € Iy und y(0) = yo . (2.7)
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Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof wird mit dem Banachschen
Fixpunktsatz gefiihrt, wobei geeignete Normen eingefithrt werden miissen.
Den Beweis diesen Satzes findet man etwa in Walter [11].

Die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindelof sind etwa erfiillt,
falls die Funktion f auf §2 stetig differenzierbar ist. Die Folgerung der Exis-
tenz eines Teilintervalls [ ist klarungsbediirftig. Ist I = (0,7") das maximale
Interval, in dem f die Voraussetzungen des Satzes 2.3 erfiillt, dann folgt,
dass entweder eine eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung im
gesamten Intervall [0, 7] existiert, oder dass die Losung im Inneren des In-
tervalls [0, 7] gegen den Rand der Menge J konvergiert.

Neben der Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Problemstellung
ist noch ein weitere wichtige Fragestellung, die nach der stetigen Abhéngigkeit
der Losung von den Eingangsdaten. Der néchste Satz garantiert stetige Abhéngigkeit
der Losung von den Anfangsdaten.

Satz 2.4. f sei stetig und erfiille

(f(t.y) = f(t.2),y — 2), < Uy — 2|5 fiir alle (t,y),(t.2) €Q.  (28)

Sind y, z : I — J stetig differenzierbare Losungen der Differentialgleichungen
y' = f(t,y) und 2’ = f(t, z) zu verschiedenen Anfangswerten yo, zo € J. Dann
gilt

lly(to) — 2z(to)|2 < exp(lt)||yo — 20|z fiir alle to € I .

Beweis. Sei ty € I beliebig. Wir nehmen ohne Beschréankung der Allgemein-
heit an, dass y(tg) # z(to) ist. Da y und z als stetig differenzierbar voraus-
gesetzt wurden, ist z(t) := |ly(t) — 2(¢)||3 in einer Umgebung von ¢, strikt
positiv und daher ist die Funktion log x(t) in dieser Umgebung wohldefiniert.
Dort gilt also

Z(t) = %Hy(t) —2(t)[l3
=20y (t) — 2'(1), y(t) — 2(1)),
=2(f(t,y(t) — f(t, 2(1),y(t) — 2(t)),
< 2||y(t) — ()3
= 2lz(t) .

Daher ist
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Sei t < ty, dann folgt durch Aufintegrieren von t nach t,, dass

log(x(to)/z(t)) = log z(ty) — logz(t) < 2l(ty — t)

bzw.
ly(to) — z(to) 3 = x(to) < (t) exp(2(to —t))
= [ly(t) — z(t)]I5 exp(2l(to — 1)) -

Diese Ungleichung gilt fiir jedes beliebige ¢ aus dem grofStmoglichen Intervall
um ty, in dem x(t) positiv bleibt. Da aber nach unserer Annahme x(t)
positiv bleibt, kann es kein ¢ € [0,%y) geben mit z(¢) = 0. Daher kann in
obiger Gleichung der Grenziibergang t — 0 durchgefiihrt werden, woraus die
Behauptung folgt. []

(2.9)

Aus Satz 2.4 folgt insbesondere, dass unter der Bedingung (2.8) Losungen
des Anfangswertproblems (2.7) (falls existent) eindeutig bestimmt sind.

Die Voraussetzungen (2.8) und (2.6) sind nicht direkt vergleichbar.

Gilt die Lipschitz-Bedingung (2.6) global, d.h. fiir alle (¢,y), (¢,2) € €,
dann gilt (2.8) mit [ = L = Lk. Deshalb bezeichnen wir (2.8) im folgenden als
schwache Lipschitz-Bedingung. Die Bedingung (2.8) gleichméBig in 2 gelten,
wihrend (2.6) nur lokal gelten muss.

(2.8) hat gegeniiber (2.6) den Vorteil, dass eine negative Konstante [
zuléssig ist, wihrend L = Lg zwangslaufig immer positiv sein muss. Differ-
entialgleichungen, die einer schwachen Lipschitz-Bedingung mit einem nega-
tivem [ geniigen, nennt man strikt dissipativ.

Beispiel 2.5. Die Differentialgleichung

Y =My,y(0) =y

hat die Losung y(t) = yo exp(At). Wegen

(fty) = f(t.2),y —2) = Ay — 22

ist die Voraussetzung von Satz 2.8 fiir [ = X in ganz R x R? erfiillt. Fiir nega-
tive Werte von \ werden Fehler in den Startwerten mit einem Faktor exp(At)
geddampft. Dariiberhinaus gehen alle Losungen gegen Null. Eine Differential-
gleichung mit dieser Eigenschaft nennt man asymptotisch stabil. Fiir A > 0
werden Fehler in den Startwerten verstérkt. Die Losungen sind instabil.
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Satz 2.4 besagt, dass die Zuordnung yo — y(¢) stetig ist, genauer Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante x = exp(lt). Wir kénnen daher in 2 die Grofie
k als ein Maf fiir die lokale Fehlerverstiarkung des absoluten Datenfehlers
ansehen. k hat die Rolle einer absoluten (lokalen bzgl. t) Konditionszahl der
Abbildung

yo — y(t), 0<t<At.

2.2 Numerische Verfahren

Fiir weiterfithrende Literatur zu diesem Kapitel sei auf [3, 2| verwiesen.

2.2.1 Euler Verfahren

Als erstes Beispiel eines Verfahrens zur Losung von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen betrachten wir das klassische Euler Verfahren.
Auf einem vorgegebenen Gitter

A:{O:t0<t1<t2<...<tn}gl
ist das Euler-Verfahren wie folgt definiert:
Yirr = Yi + (tign — 1) f(ti, 9i) -

Es beruht auf der Beobachtung, dass die Funktion f in jedem Punkt (¢,y) €
die Steigung der Losungskurve definiert. Darum kann das Euler-Verfahren
auch dadurch erklédrt werden kann, dass man die Zeitableitung durch einen
Vorwdrtsdifferenzenquotienten approximiert.

Beispiel 2.6. Wir studieren die einfache gewthnliche Differentialgleichung

y =y, y0)=1.

Die exakte Losung ist y(t) = exp(t). Mit dem Euler-Verfahren ergibt sich in
einem &dquidistanten Gitter (¢; = ih) (man beachte f(t,y) = y)

Yo = 1,

yi = yo+hf(hy)=1+h,

yo = yi+hf(hyy)=1+h+h(1+h)=1+h0)?,
ys = Y2+ hf(hye) =1 +h)?+h(1+h)?=(1+hn)>.

Mit Induktion sieht man, dass y,, = (1 + h)™. Fiir ¢, = T bedeutet dies
Yo =1 4+T/n)" = exp(T) =y(T), n—o0.
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Euler-Verfahren

Exakte Losug

b t &

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Euler-Verfahrens

Klarerweise 16st das Euler-Verfahren die gewohnliche Differentialgleichung
nicht exakt. Wir untersuchen nun wie gut das Euler-Verfahren die Losung
der gewohnlichen Differentialgleichung approximiert.

Der Eifachheit wegen beschrinken wir uns auf ein dquidistantes Gitter A
mit konstanten Schrittweite h =t;,1 —t;, 1 =0, ...,n.

Satz 2.7. Sei [ = [0,T) und f : I x RY — R? stetig differenzierbar und
beztiglich y global Lipschitz-stetig,

| f(t,y) — f(t, 2)|l2 < Llly — 2|2 fiir allet € I und y,z € R?.

Ist nun y die eindeutige Liosung des Anfangswertproblems (2.7) und sind
yi, © = 1,...,n, die berechneten Ndaherungen des FEuler-Verfahren an den
aquidistanten Gitterpunkten t; = ih € I, dann gilt

ei = [ly(t:) — vill2
(1+Lh)y} -1,
——; ¥ llonh (2.10)
- 2L

<
Iy llomh, ©=0,...n.

Hierbei ist ||y"||jo,r) = maxo<i<r||y”(t)||l2 (man beachte y" € R?).
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Beweis. Die Voraussetzung an f garantiert, dass y zweimal stetig differen-
zierbar ist: Es gilt ndmlich, dass

0 0 0 0
y”z—f —fy’=—f+—ff,
ot Oy ot Oy
und alle terme auf der rechten Seite sind wegen Voraussetung stetig.
Der eigentliche Beweis dieses Satzes gliedert sich nun in drei Teile:

Lokaler Fehler: Nehmen wir zunéchst an, dass fiir ¢; das Euler-Verfahren
auf dem Punkt (¢;,y(t;)) der exakten Losungskurve initiiert ist. Sei
zi+1 die Approximation fiir y(t;11), die man mit dem Euler-Verfahren
berechnet, dann gilt

[y (tiv1) = zivallz = lly(tisa) = (u(t) + hf (L, ()2
(Def. des Eulerverfahrens)

= lly(tiva) —y(t:) + hy' ()2
(Def. der gewohnlichen Differentialgleichung)

tit1
/ y/ (1) dr —y (t)h
t

i

2
(Hauptsatz der Integralrechnung)

tit1
- / y(7) - (t) dr
t;

2
tit1

< 1ly"llo / (r—t)dr
t;

(Mittelwertsatz der Integralrechnung)
1
< 1/ ok

Lokale Fehlerfortpflanzung: Tatséchlich ist das Euler-Verfahren nach ¢ Schrit-
ten nicht auf der exakten Losungskurve. Dieser Fehler lasst sich wie
folgt darstellen:

Yir1 = Yi + hf(ti,yi) baw. 2o = y(t:) + hf(ti, y(t:)) -
Damit folgt also

”yz’+1 - Zi+1H2

< My —y@)ll2 + hlLf (i ys) — f(y(@)]2
< (A+nrD)y —y(t)ll2 -
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Kummulierter Fehler: Jetzt leiten wir eine obere Schranke fiir die Norm des
Gesamtfehlers ¢; nach i Zeitschritten her.

Wir fithren den Beweis dieser Behauptung mit Induktion: Fiir ¢ = 0
gilt per Definition des Euler-Verfahrens y(tg) = yo und ¢; = 0; damit
ist ((2.10)) in diesem Fall trivialerweise erfiillt. Aus den ersten beiden
Beweisschritten ergibt sich nun

Eir1 < |[ziv1 — Yirallz + ly(tiv) — zigall2

1
< (L4 hL)zi+ 5l llomh?

1 . (2.11)
<or ((1+hL)* —1—hL+hL) |y omyh

(1 + hL)iJrl -1
— 5T Y o

was zu zeigen war. Wegen der elementaren Ungleichung 1 + AL <
exp(hL) folgt auch der Rest der Behauptung.

]

Aus Satz 2.7 folgt, dass der Fehler des Euler-Verfahrens linear in h gegen
Null konvergiert, falls das Gitter sukzessive verfeinert wird. Die Auswirkun-
gen des Datenfehlers wird aber in dem Moment kritisch, in dem der Run-
dungsfehler die Groflenordnung des lokalen Fehlers erreicht. Die folgende
heuristische Uberlegung mag das belegen: Nehmen wir an, im (i 4 1)-ten
Schritt kommt zu den bereits untersuchten Fehlern (lokaler Fehler und fort-
gepflanzter Fehler) noch ein additiver Rundungsfehler der Groflenordnung
e (Maschinengenauigkeit) hinzu. Dann erhalten wir anstelle von (2.11) die
Ungleichung

1
cirn < (L hE)e + ol o+

Induktiv ergibt sich entsprechend

e < eXp(L;# (1" lo.mh + 2%) i=0,..n. (2.12)
Das bedeutet: Der Gesamtfehler des Euler-Verfahrens setzt sich aus einem
(fiir h — 0 konvergenten) Verfahrensfehler und einem (fiir A — 0 divergen-
tem) fortgepflanztem Rundungsfehler zusammen. Man sieht leicht, dass die
Schranke auf der rechten Seite von (2.12) fiir A ~ /¢ ihren minimalen Wert
von der Groflenordnung /¢ annimmt.
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A Fehler

kl?inster Gesamtfehler

‘| Fehler dgé Euler-Verfahrel
! ohpg Rundungsfehler

Rundungsfehler-
pflanzung

»
|

Diskretisierung h

Abbildung 2.2: Gesamtfehler des Euler-Verfahrens

Bemerkung 2.8. Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen also, dass es keinen

Sinn macht, Schrittweiten zu wéahlen, die kleiner als die Wurzel der Rechen-
genauigkeit sind.

Im weiteren gehen wir von der allgemeinen Voraussetzung aus, dass f die
schwache Lipschitz-Bedingung (2.8) erfiillt.

2.2.2 Implizites Euler Verfahren

Wieder approximiert man die exakte Losung durch einen linearen Spline, aber
im Unterschied zum explizitem Euler-Verfahren, fordert man nun, dass die
linksseitige Ableitung des Splines im Gitterknoten mit dem Wert von f(¢;, v;)
iibereinstimmt. Wie der Name des Verfahrens besagt, kann die Bestimmung
des Splines nun nicht mehr explizit erfolgen. Statt dessen ergibt sich y;, als
Losung des folgenden (im allgemeinen nichtlinearen) Gleichungssystems

Yir1 = Yi + hf(tiv1, Yir1) - (2.13)

Beispiel 2.9. Sei A < 0. Wir betrachten wiederum die einfache Differential-
gleichung

v =M\y, y(0)=1.
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Tangentensteigung
im Punkt tp

,,,,,,,,,,,,,,,,, Exakte Losung

Implizites Euler-Verfahren

o 4 &
Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des impliziten Euler-Verfahrens

Die exakte Losung ist y(t) = exp(At) .
Das implizite Euler-Verfahren mit fester Schrittweite hat in diesem ein-
fachen Fall die Form

Yie1 = Yi + hAyi (2.14)
oder dquivalent
1
il = ————i - 2.15
Yit1 1_ h)\?/ ( )
Also gilt
1
N TSV

Mit T' = nh ergibt sich

T —-n
Yn = (1 — —)\) — exp(A\T) =y(T), n—o0.
n

Aus (2.15) erkennt man, dass die lokale Fehlerverstarkung in einem Zeitschritt
durch (beachte [ = A < 0)

ke = (1 —Ah)~ € (exp(Ah),1) = (k, 1)

gegeben ist. Da diese Beziehung unabhéngig von h gilt, ist das implizite
Euler-Verfahren immer gut konditioniert. Im Gegensatz zum Euler-Verfahren,
welches nur dann gut konditioniert ist, falls |I| h = O(1) ist.
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Dieses Beispiel zeigt das typische Konvergenzverhalten des impliziten
Euler-Verfahren; es ist in vielen Problemen unabhéngig von der Wahl von
h konvergent. Die Nachteile des impliziten Euler-Verfahrens liegen auf der
Hand, es ist die Losbarkeit des nichtlinearen Gleichung in jedem Iterationss-
chritt.

Im néchsten Satz studieren wir die Losbarkeit dieses Gleichungssystems.

Satz 2.10. Sei I = [0,T), und f : I x R? — R? sei stetig differenzierbar
und erfille die schwache Lipschitz-Bedingung (2.8) fir ein | € R. Dann
existiert zu jedem y € R und jedes t € (0,T] eine eindeutige Lisung Y der

nichtlinearen Gleichung
Y=y+hf(t,Y), (2.16)

vorausgesetzt, dass hl < 1 ust.

Beweis. Losungen von (2.16) sind offensichtlich Nullstellen der Funktion
F(Y)=y+hf(t,Y)-Y .
Dabei erfiillt die Funktion F' ebenfalls eine schwache Lipschitz-Bedingung:

(F(Y) = F(Z).Y = Z), = h{(}(t.Y) = f(t,2).Y - Z), — IV - Z|}
< —(1—h)y - 2|3

Aus 1 — hl > 0 folgt unmittelbar, dass F' hochstens eine Nullstelle Y haben
kann, also die Eindeutigkeit der Losung von Y.
Nullstellen Y der Funktion F' sind auch die stationéren Losungen u(t)

der Differentialgleichung
u'(r) = F(u(r)) .

Beachte: 7 ist eine kiinstlich eingefiihrte “Zeit”.
Eine stationdre Losung v ist definiert als
o= fim )
falls limy_, o, v/(t) = 0.
Ist die Funktion f stetig differenzierbar, so ist auch F' stetig differenzier-

bar und daher insbesondere lokal Lipschitz-stetig. Also existieren zu jedem
ug, vy € R? Losungen u und v der Differentialgleichung

u' = F(u),u(0) =uy v = F(v),v(0) =wvp . (2.17)
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(vgl. Satz von Picard-Lindelof 2.3). Ferner gilt nach Satz 2.4 fiir beliebiges
tg die Ungleichung

[u(to) — v(to)l2 < exp(—(1 — hi)to)[[uo — volf2- (2.18)
Da ¢ := exp(—(1 — hi)ty) < 1 gilt, ist die Abbildung
Uy — u(to)

eine kontrahierende Selbstabbildung des R, und nach dem Banachschen Fix-
punktsatz existiert eine eindeutiger Fixpunkt dieser Abbildung, den wir mit
Y bezeichnen. Man beachte, dass sich fiir jedes ty prinzipiell verschiedene Y
ergeben.

Jede Losung der Differentialgleichung (2.17) ist ¢y periodisch

V(1) = (T + o) = Fu(t + o)) = F(v(r)) .

Also sind w und v beides Losungen von (2.17) mit gleichem Anfangswert
v(0) = u(ty) =Y = up. Aus der bereits gezeigten Eindeutigkeit folgt nun,
dass u(7) = v(1) = u(r + o).

Ebenso sieht man, dass fiir festes t; > 0 die Funktion v, (¢) = u(t + t;)
eine Losung der Differentialgleichung (2.17) mit Anfangswert v1(0) = wu(ty)
ist. Aus der ty Peridodizitéit folgt auch die ty Periodizitat von v;. Also folgt
aus Satz 2.4:

[u(t:) = Yll2 = [[v1(0) — u(0)]|2
= [[v1(to) — u(to)ll2
< exp(—(1 — hl)to)||v1(0) — w(0) |l
= gqllu(t) = Y2 .

Da ¢ < 1 ist, muss also u(t;) = Y sein. Da aber ¢; beliebig war, ergibt sich
u =Y und damit ist Y die gesuchte Nullstelle von F'. O

Die Bedingung hl < 1 ist insbesondere dann erfiillt, wenn [ negativ ist.
Damit gilt die Bedingung unabhéngig von der Konstante L in einer starken
Lipschitz-Bedingung an f. Im Fall einer positiven Konstante [ ergeben sich
Einschréankungen an die Schrittweite h.

Nun kommt der angekiindigte Konvergenzsatz fiir das implizite Euler-
Verfahren.
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Satz 2.11. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 2.10 an f. Dariberhinaus
gelte fir die Konstante l im Satz 2.10 hl j 1. Dann gilt fiir das implizite Fuler-
Verfahren die Fehlerabschdtzung

1 1\ _
ly(t:) — yill2 < 21 ((m) - 1> Iy loh, ti=ihel. (2.19)

Beweis. Der Aufbau des Beweis dieses Satzes ist dhnlich wie der Beweis zu
Satz 2.7.

1. Lokaler Fehler: Wir betrachten einen Schritt des impliziten Euler-
Verfahrens, ausgehend von einem Punkt (¢;, y(¢;)) auf der exakten Losungskurve.
Durch Taylorentwicklung ergibt sich

. 1
y(ts) = y(tipr) — by (tigr) + ri mit [|r;]|z < §||:U”||[0,T]h2 -

Damit ergibt fiir die Approximation z;;; aus dem Euler-Verfahren ein
Fehler

=y(ts) + hf(tigr, ziv1) — y(tivr)
= y(tig1) — My (tig1) +ri + hf (tign, zip1) — y(tia
R(f(tiv1, ziv1) — f(tigr, y(tivn))) + 7 .

Zig1 — Y(tiv1)

Damit gilt

zie1 =yt )|I> < B (f (b, 2i1) = Fltisn, (i), zie1r — Y(Eie1)) ot (ri zivr — y(tis1))s

Durch Verwendung der schwachen Lipschitz-Bedingung (2.8) ergibt sich
dann die Ungleichung

zie1 — y(tis) |3 < hl|zign — y(Ee) |13+ |I7illollzin — y(tisn) |2,
woraus folgt

1
e < ——— " llomh? .
e = yltean) o < 5= 19 o

2. Lokale Fehlerfortpflanzung: Ausgehend von y; bzw. y(t;) ergeben
sich im i-ten Schritt zwei verschiedene Naherungen von y(t;y1),

Yir1 =Y + hf(ti+17 yi+1> bzw. ziy1 = yi + hf(tz'+1, Zi—i—l) .
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Damit ist

Yirr — Zig1 = R(f (tiv1, vir) — f(tign, zig1)) + (v — y(ts)) -

Wie im ersten Beweisschritt ergibt sich durch Multiplikation mit y;,1 —
Zi+1 schliellich

1
i1~ Zi S — v —yl)lle -
[Yi+1 — 2itall2 1— lh”y y(ta)ll2

3. Kumulierter Fehler: Fiir den Gesamtfehler ¢; nach i-Zeitschritten
ergibt sich daher beim impliziten Euler-Verfahren die Rekursion

| 1
< ‘
S TS T a1 — )

1y | o.mh* -

Durch Induktion ergibt sich die Behauptung.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar

Korollar 2.12. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.11 mit einem | <
0. Dann gilt fir alle t; € [0,T] die Abschitzung

1

t;) — Yill2 <
Io(e) — il < 517

1y o,z -

Zur Implementierung des impliziten Euler-Verfahrens muss man das nicht-
lineare Gleichungssystem (2.16) effizient 16sen. Typischerweise verwendet man
ein Newton (-artiges) Verfahren

—1
yi(ql) — yi(+)1 - <I — hfy(tis1, yi(+)1)) <yz(+)1 —yi — hf(tis1, y§+)1)) ;
n=20,1,2,...

Die Berechnung der Jacobi-Matrix J = fy(tiﬂ,yﬁ)l) und der Inversen
von 1 — hJ sind meist sehr aufwendig. Deshalb verwendet man anstelle des
Newton-Verfahrens zumeist Quasi-Newton Verfahren, bei der die Jacobi-
Matrix geeignet approximiert wird.
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2.2.3 Runge-Kutta Verfahren

Der Nachteil der beiden Euler-Verfahren ist ihre langsame Konvergenz (in
Abhéangigkeit der Zeitdiskretisierung). Konvergenzverbesserungen kann man
mit einem Ansatz der Form

i =Y by b ftitehong), Y b =1, (2.20)
j=1

j=1

gewéhrleisten, wobei 7; Naherungen fiir y(¢; 4+ ¢;h) sind. s nennt man dabei
die Stufenzahl des Verfahrens.
Speziell gilt:

Explizites Euler-Verfahren: s =1 und ¢; =0, n; = y;,
Implizites Euler-Verfahren: s =1 und ¢; = 1, 71 = y;11.

Da bei (2.20) jeweils ausgehend von y; = y(¢;) die néchste Naherung y;, 1 ~
y(ti+1) berechnet wird, spricht man bei Verfahren dieser Art von Finschrittver-
fahren. Im Gegensatz dazu verwenden Mehrschrittverfahren auch éltere Ndherungen
Yi—1, ..., zur Berechnung von ;.

Nehmen wir nun an, dass y; = y(t;) auf der exakten Losungskurve liegt
und bestimmen davon ausgehend, wie im ersten Schritt des Beweises von
Satz 2.7, den lokalen Fehler des Verfahrens (2.20). In diesem Fall ergibt sich
mit dem Hauptsatz der Differentialrechnung:

Y(tiv1) = Yirr = y(tiv1) — y(ts) — hz bif(t: + cjh, n;)
=1
(Annahme, dass y(t;) = y;)

tit1 S
= / y/(t) dt — thJf(tl +th,7lj>
t; j=1

tiy1

= (Dgl.) Flty@)dt —h> " bif(ti+ cjh,ny) .

t =

Wir sehen daher, dass der lokale Fehler klein wird, falls die Summe A Z;:l b f(ti+

cjh,n;) eine gute Approximation des entsprechenden Integrals ﬁi“ f(t,y(t))dt
ist. Daher liegt es nahe, Quadraturformeln zur Wahl der Parameter {b;}, {c;}
und {n;} heranzuziehen.
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Beispiel 2.13. Mit der Mittelpunktsformel ergibt sich der Ansatz

Yiyr =Y + hf(ti +h/2,m) , (2.21)

wobei idealerweise 1, = y(t; + h/2) sein sollte; allerdings ist dieser Wert nicht
bekannt. Eine Ndherung kann jedoch leicht gefunden werden durch

h h
m = y(t:) + 5?/(?5@') Y+ §f(ti, Yi) -
Das ist das Verfahren von Runge aus dem Jahre 1895.

Ein andere Alternative ist die Trapezregel. Sie ergibt sich aus dem Ansatz

h h N
Yir1 = Yi + §f(tz‘; Yi) + §f(tz'+17 m),

wobei nun 7; = y(t;+h) sein sollte. Geht man wie beim Verfahren vom Runge
vor und ersetzt man

ﬁl =Y+ hy/(tl) )
dann ergibt sich das Verfahren von Heun.

Wir studieren das Verfahren von Runge etwas genauer. Bei diesem Ver-
fahren ergibt sich die Taylorentwicklung fiir hinreichend glattes f unter der
Voraussetzung y; = y(t;)

h? h? 3
Yier = Yi + hf(ts, yi) + ?ft(tia Yi) + Efy(tia vi) f(ti, y:) + O(R°)
h2
y(tin) = y(t) +hy'(t) + Sy () + O(h%)
h2
=y +hf(ti,y) + 5 (felts,yi) + fy(ti,ya) f(ti, 90) + O(R®) .

Damit gilt fiir den lokalen Fehler

ly(tis1) — Yirll2 = O(R?) .

Das Verfahren von Runge hat also einen kleineren lokalen Fehler als die
beiden Euler-Verfahren.

Definition 2.14. Ein Einschrittverfahren hat die Ordnung q, falls fiir jede
Differentialgleichung 3 = f(t,y) mit f € CI™(I x J) und jedes t; € I fiir
den lokalen Fehler gilt:

i =y(ti) € J = ||yix1 — y(tiz1)]l2 = O(hqﬂ) , h—0.
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Beachte: Die Ordnung ist ¢ (und nicht ¢ + 1), obwohl die entsprechende
h-Potenz g + 1 ist. Wie wir spéter sehen werden, ist die Konvergenzordnung
an einem festen Punkt ¢y € (0, 7] bei einem Verfahren der Ordnung ¢ ndmlich
O(h9).

Beispiel 2.15. Die beiden Euler-Verfahren haben die Ordnung ¢ = 1 und das
Verfahren von Runge hat die Ordnung ¢ = 2.
Die Runge-Kutta Verfahren beruhen auf folgender Wahl der Koeffizienten

;-

t,;-i-th t,;-i-th
b =)+ [ y@d =)+ [ sy
t; t;

(2.22)
Zur Auswertung des Integrals bieten sich Quadraturformeln an, wobei wir uns
darauf einschrénken f(¢, y) nur an den gleichen Knotenpunkten f(t;4c;h, n;),
j =1,..., s, auszuwerten, wie sie zur Berechnung von y;,, herangezogen wer-
den. Das ergibt folgenden Ansatz:

ni =Y + hz a]‘kf<ti + Ckh, "7/@) s Z ajp = Cj . (223)
k=1 k=1
Falls a;, = 0 fiir j < k ist die Rechenvorschrift explizit, das fithrt zu expliziten
Runge-Kutta Verfahren. Ansonsten ergibt sich ein implizites Runge-Kutta
Verfahren. Die Bedingung Y ;_, a;x = ¢; ist aus Quadraturformelmethoden
motiviert, wird aber in der Literatur nicht einheitlich verwendet.
Ublicherweise werden die Koeffizienten {aj,b;,c;} in einem quadratis-
chen Tableau zusammengefasst (das so genannte Runge-Kutta Abc),

C1 | Q11 Qa1,s
Co | A21 Q22
c|A . C3 | G31 A32
bt N
Cs | As1 cee Qg s—1 Qs
b1 by ... bs_q b

wobei wir A = [a; ;] € R, b = [by,...,bs]" € R® und ¢ = [cy, ..., ¢5]'R® gesetzt
haben. Wir sprechen ab nun von dem Runge-Kutta Verfahren (A, b, ¢).

Beispiel 2.16. Fiir das explizite und implizite Euler Verfahren ergeben sich
folgende Tableaus:

0[o 1]1
N
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Um das Verfahren von Runge (hier in zwei Stufen aufgeschrieben)
m o= yi+2f(t,y)
Yirr = Yi+hf(ti+h/2,m)

in Runge-Kutta Form zu bringen setzen wir ¢g = 0, ¢; = 1/2, y; = 1o, und
wir erhalten die dquivalente Schreibweise:

M = Yi+h> o0 f(t:+ cuh,m)
m o= Y+ %f(tz’ +h/2,m0)
Vi1 = Y +hf(ti+h/2,m).

Diese drei Gleichungen werden mit folgendem Runge-Kutta Tableau beschrieben

0[]0 0
1/2/1/2 0
0 1

Wir konstruieren nun ein Verfahren der Ordnung 3 und leiten uns dazu
Bedingungen fiir die Parameter des Runge-Kutta Schemas her.

Satz 2.17. Runge-Kutta Verfahren haben mindestens die Ordnung 1. Ein
Runge-Kutta Verfahren (2.20), (2.23) ist von zweiter Ordnung, wenn

2 1
j=1

Es ist von dritter Ordnung, wenn zusdtzlich

Zlyc? = % und ij Zajkck = é ) (2.25)
j=1

Jj=1 k=1

Beweis. Falls die Funktion f in der Differentialgleichung hinreichend oft dif-
ferenzierbar ist, dann gilt aufgrund einer Taylorentwicklung

Yt + h) = y(ts) + hy/ () + %h2y”(ti) + éh?’y”(ti) + O
=y(t:) + hf(ts, y(t;))+
S+ Fuf) byt (2:26)

SH a2 f + Fufy 4 P + F20) b0yt +
O(h*) .
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Man beachte, dass f, f;, fu Vektoren sind, f;, eine Matrix ist und f,, ein
Tensor ist;

(f{ﬂwf)i::fnyfy

wobei f;,, die Hessematrix der Komponente f; ist.

Wir entwickeln nun die y;y; in Abhéngigkeit von h in eine Taylorreihe.
Dazu verwenden wir, dass wegen (2.23) gilt

Ny —Yi = hZajkf<ti + cih, M)

k=1

= hzajkf<tiayi) +O(h?)
k=1

Damit gilt also

=i+ hYapf(ti+ cphog)
k=1

=Y+ hz aji (f(ti, vi) + fe(ti, yi)ewh + [y (i yi) (e — i) + O(hQ))
=1

=i+ hf(tiy) Y a + b2 <ft(t¢, Vi) > ajick + .

k=1 k=1

fy (b yi) f (L, yi) Z ajkck) +O(h°) .
k=1
Damit gilt

nj =i + hf (i yi)e; + W2 (fo + fo f) (6, y2) Zajkck +O0(n’) .

k=1

Damit ergibt sich schlieflich aus (2.20), wobei wir jetzt zur Vereinfachung der
Notation immer wenn wir von f oder einer Ableitung sprechen, die Auswer-
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tung an der Stelle (¢;,y;)) meinen:

Yisr = Yi + h Y _bif(ti + cih,my)

=1

5 1
= 0y (7 it + £ ) +

J=1

Feshfy(ny — )+ 30~ 90y~ ) + .

=yt fh)y b
j=1
-+ h2ft Z bjCj
j=1

+h2fyf2bjcj

Jj=1

+ R (fe+ £, )Y b Y agke

j=1 k=1

1 s

+ hgftt§ Z bjC?
j=1

+ thtyf Z b]‘C?
j=1

18
+ hgftfyyf§ Z bjC?
j=1

+ O(h*)
=y +hf

+RA(fi 4 f,)D bic
+ 13 (for + 2fu f + ftfyyf)% > b
j=1

+ B, (fe+ £, 1)) b agke

j=1 k=1

+O0(n"),
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wobei in der letzten Identitét verwendet haben, dass >, b; = 1 gilt.

Um die Konsistenzordnung des Runge-Kutta Verfahrens bestimmen zu
konnen, vergleichen die Darstellung fiir y;11 aus obiger Formel mit (2.26)
unter der Voraussetzung y; = y(t;). Demnach ist jedes Runge-Kutta Ver-
fahren von erster Ordnung, es hat die Ordnung 2, falls (2.24) gilt, und es hat
die Ordnung 3 falls zusétzlich (2.25) erfiillt ist. O

Man iiberpriift sofort, dass beim Verfahren von Runge (2.21) die Bedin-
gung (2.24) erfiillt ist, nicht aber die beiden Bedingungen in (2.25).

Beispiel 2.18. Wann immer in der Literatur von dem Runge-Kutta Verfahren
gesprochen wird, dann ist das folgende Verfahren von Kutta (1901) auf der
Basis der Simpson-Formel gemeint. Die Koeffizienten dieses Verfahrens laut-
en:

=0, c=1/2, c3=1/2, cy4=1

mit den Gewichten
by=1/6, by=1/3, by=1/3, by=1/6.

Beriicksichtigt man, dass das Verfahren explizit ist, so reduziert sich die
verbleibende Ordnungsbedingung in (2.25) zu

1 1 1 1

52 + o042 + M=o
sodass die Bestimmung der {a;;} in dieser Weise unterbestimmt ist. Erweit-
ert man Satz 2.17, dann ergibt sich eine eindeutige Losung aller Ordnungs-
bedingungen fiir ein explizites Verfahren vierter Ordnung, die im folgenden
Tableau dargestellt ist:

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

1|0 o0 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

Ein weiteres hdufig verwendetes explizites Runge-Kutta Verfahren lauft
unter dem Namen doprid. Es ist ein sechsstufiges Verfahren mit noch hoherer
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Konsistenzordnung (aber es ist auch sehr stabil). Das Runge-Kutta Tableau
findet man z.B. in [6, 7])

0

1)1

3] 3 9

10 4 40

O T

g 45 15 9

8 | 19372 25360 64d48 212

9 6561 2187 6561 729

1| 9817 355 4eTs2 490 _ 5108

N 1 24 1 1

35 0 560 195 2087 11
384 1113 192 6784 84

Im folgenden beweisen wir Konvergenzaussagen fiir allgemeine Runge-
Kutta Verfahren:

Satz 2.19. Sei I = [0,T] und sei f : I x RY — R? g+ 1 mal stetig differen-
zierbar und gleichmdf$ig Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Komponente und
das (explizite oder implizite) Runge-Kutta Verfahren (A, b, c) habe die Ord-
nung q. Dann existiert ein hg > 0, sodass fiir alle h € (0, ho) alle Niherungen
des Runge-Kutta Verfahrens fir t; = ih € I eindeutig definiert sind. Ferner
qilt

ly(t:) — yill < Ch?, h < ho,

wobei die Konstante unabhingig von i und h ist. !

Beweis. Wir gehen analog zu den Beweisen fiir die Konvergenzordnung von
Euler und impliziten Euler vor. Die Aussage iiber den lokalen Fehler ist
natiirlich nicht mehr zu beweisen, weil wir vorausgesetzt haben, dass die
Ordnung O(h?) ist. Es gilt also, mit der gleichen Notation wie bei Euler-
Verfahren, dass

[y(tiv1) = zipall2 < CLAT (2.27)

Im folgenden studieren wir die Existenz der Koeffizienten {7} des Runge-
Kutta Verfahren: Wir bezeichnen

oj(uj,m) :uj—&—hZaj,,f(ti—i—cyh,ny), j=1,...,s.

v=1

IMan beachte: In Definition 2.14 ist vorausgesetzt, dass aus y(t;) = y; folgt, dass
Y(tit1) — yir1 = O(h?*1). Die Konsistenzordnung beriicksichtigt also keine kummulierten
Fehler. Diese Kummulation der Fehler bewirkt schlielich, dass der Konvergenzfehler von
der Ordnung gq ist.
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Damit sieht man, dass das Runge-Kutta Verfahren wohldefiniert ist, wenn
das Gleichungssystem

n=2(y,n) = (Pi(yin)iz1.

16sbar ist. Dazu zeigen wir, dass ®(y, -) eine Kontraktion auf R*? ist, indem
wir zeigen, dass der Betrag von @, (Ableitung von ® beziiglich 1) gleichméBig
durch 1 beschrénkt ist. Da

allfy<ti + Clh7 771) e alsfy(ti + Cshy 775)
Oy, m) = h : :
aslfy(ti + Clh7 T]l) e assfy(ti + Csh> 775)
Ist L eine obere Schranke fiir || f,||~, so gilt somit
[y (M) lloe < AL[| Allso -

Das zeigt, dass die Funktion ®(y,-) fir h < hg = 1/(2L||A|l« eine Kon-
traktion mit Kontraktionsfaktor 1/2 ist. Somit existiert eine Losung der Fix-
punktgleichung.

Lokale Fehlerfortpflanzung: Bezeichnen wir wieder mit z;,; und y;,1 die
Nédherungen des Runge-Kutta Verfahrens, wenn wir mit y(¢;) und y;
starten. Dann gilt:

lyier = zivalloo = ly(t:) — v+ B Y by (F(ti+ cihumi(y(t:) — £+ b)) lloo
j=1

< [ly(t:) = villoo + Rl Lllm;(y (%)) = 15 (%)l oo
< (L+hCy)ly(t:) — willoo »
Kummulierter Fehler: Fiir den Gesamtfehler gilt somit mit A = T'/n fiir alle
1=0,...,n

lyiv1 = zivilloe < (14 hCo)ly(t:) = willoo + LT

Ch A
< —(142C5h)'h1
= 02( +2C5h)
Induktion

Cy

C
S _16202Thq .
2



2.2. NUMERISCHE VERFAHREN 41

2.2.4 Stabilitatstheorie

Die Motivation zur Betrachtung der Runge-Kutta Verfahren war die langsame
Konvergenzgeschwindigkeit der Euler-Verfahren zu verbessern. Nicht berticksichtigt
wurde die Stabilitdt des Verfahrens, d.h., die Anfélligkeit der Rekursion
(2.20) gegeniiber Fehlern. Wir werden nun untersuchen, wie Approximations-
fehler in y; in den (i 4 1)-ten Punkt fortgepflanzt werden. Dazu verfolgen wir
einem allgemeinen Prinzip bestehend aus drei Schritten.

Linearisierung: Wir interessieren uns fiir den Einfluss einer kleinen Stérung
u; des exakten Wertes y(¢;). Bezeichnen wir mit y, die Losung von

Yo, = f(t, yu) mit 1,(0) = y(0) + uo,

u' = y; —y = ftyu) — fty) = fy(t>y)<yu —y) = fy(tvy)ul
mit u(0) = ug. Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir wu.

Einfrieren der Zeit: Wir untersuchen ein kurzes Zeitintervall A = h und
vernachldssigen den Einfluss der Zeit in f,(¢,y), gehen also davon aus,
dass sich die Losung der linearisierten Gleichung wie die Losung einer
stationédren Differentialgleichung

u' = Aumit A = f,(t;,y;) € R,
mit Anfangswerten u(t;) = u; ist.

Diagonalisierung: Wir setzen voraus, dass die Matrix A diagonalisierbar
ist: Es existiert also eine Basis {1, ..., 74} € R mit Az, = \,2, ,n =
1,...,d. Entwickelt man u(t) = 3%_, ,(t)z,, dann ergibt sich

nn,(t) = )\n77n7 n = ]., ,d .

Die Differentialgleichungen fiir n liefern eine Approximation der urspriin-
glichen Gleichung. Stabilitdtsaussagen werden nun nur fiir die Funktionen
1 untersucht, und dann wird angenommen, dass die urspriingliche Problem-
stellung die gleiche Stabilitédt aufweist.
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Im Rest dieses Abschnitts betrachten wir daher nur noch die eindimen-
sionale Testgleichung

v =Xy, y0)=1, XeC. (2.28)

Wir gehen davon aus, dass das, was wir fiir diese einfache Gleichung beweisen,
viel allgemeiner gilt. Das stimmt in vielen Féllen, aber natiirlich nicht immer.

Die Losung y(t) = exp(At) verhilt sich dabei in Abhéngigkeit von A\ wie
folgt:

R(A) >0: |y(t)] = oo fur t — oo .
RN <0:|y(t)] — 0 fiir t = oo .
R) =0: |y(t)] = |yo| fiir alle t € R{ .

Wir fiihren nun einige Stabilitdtsbegriffe ein. Die Sinnhaftigkeit dieser
Definition wird sich im néchsten Kapitel zeigen.

Definition 2.20. Seien {y,} die Ndherungen eines numerischen Verfahrens
zur Losung der Testgleichung (2.28). Dann bezeichnet man das Verfahren als

o A-stabil, falls fiir jedes A € C mit R(A) < 0 und h > 0 mit 5~ & o(A)
gilt:
|Ynt1] < |yn| fiir alle n € Ny .

e Das Verfahren heifit Isometrie erhaltend wenn fiir jedes A € C mit
R(A) = 0 und h > 0 mit 5~ ¢ o(A) gilt:

|Ynt1] = |yn| = |yo| fiir alle n € N.

R:C\{%:O#UGU(A)}%(C,

(=14 (1 —-¢A)™ |
1
bezeichnet man Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta Verfahrens mit den Ko-
effizienten (A, b, ¢).
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Bemerkung 2.21. Man beachte, dass die Stabilitdtsfunktion nicht von der
Wahl der Knoten {c;} abhéngt. Das macht Sinn, da Stabilitdt nur fir die
autonome Differentialgleichung (2.28) untersucht wird. Weiters gilts

R(0) =1,

und fiir ¢ € B,(0), mit p < 1/(max |o(A)]|), ist R wohldefiniert.
Wenn das Runge-Kutta Verfahren explizit ist, dann ist A € R**® eine
strikte untere Dreiecksmatrix und folglich gilt A* = 0. Demnach ergibt sich

(1-CA) ' '=1+CA+...+ 1A (2.29)
1

sodass R(¢) = 1+ ¢b*(1 —CA)™t | : | ein Polynom vom Grad s ist. Damit
1

ist 0(A) = {0} uns die Funktion R ist auf ganz C definiert.
Also, ist das Runge-Kutta Verfahren explizit, dann ist R ein Polynom.

Wir verwenden im folgenden die Bezeichnung
C ={\:R(\) <0} .

Satz 2.22. Sie h > 0 und A € C mit ;5 ¢ o(A). Fiir die Testgleichung
(2.28) kann das Runge-Kutta Verfahren geschrieben werden als

Yo = (R(RA)" n=0,1,.. (2.30)

Dariiberhinaus ist die Funktion R eine rationale Funktion mit Zdihler- und
Nennergrad hdchstens s.
Beweis. Wir fiihren die folgenden s-dimensionalen Vektoren ein:

T ti +cih J(m,m)

n=1|: |, 7= : , flmm) = : = A1

UE tz + Csh f<7-57 775)

Aus der Definition des Runge-Kutta Verfahren (2.20), (2.23) ergibt sich 4,41

aus Yy, durch Losen des Gleichungssystems
1 1
n=yn | i [ +hAf(T)) =yn | i | +hAAD,
1 1

Ynt1 = Yn + D" f(T,1) = yn + hAD"7) .

(2.31)
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F
Oder anders angeschrieben (1 — hAA)n =y, | : | und somit
- 1 -
C
Yns1 = Yn + A (1 — RAA) Y Ly | = R(h\)y,
1

Mit Induktion folgt die Darstellung (2.30).
Um zu sehen, dass, im allgemeinen, R eine rationale Funktion ist, ver-
wenden wir die Cramersche Regel, wonach sich die Komponenten von

1
n= (1 - hAA)_l Yn

in folgender Form schreiben lassen

_ ()
= det(1 — haA)

wobei pi, k =1,...,8 — 1 jeweils ein Polynom vom Grad maximal s — 1 ist.

Damit folgt die Behauptung aus (2.31). O
Beispiel 2.23. e Zum impliziten Euler Verfahren gehort die Stabilitdtsfunktion
R(¢) = 1.
e Zum expliziten Euler Verfahren gehort die Stabilitdatsfunktion R(() =
1+¢.
e Fiir das Runge-Kutta Verfahren ergibt sich mit Hilfe von (2.29) die
Stabilitatsfunktion
1 0 00 1
B ¢/2 1 00 1
| ¢°/4 ¢/ 2 ¢ 1] 1
1+ C /2
=1 1/6,1/3,1/3,1
1+¢/2+ 2+ ¢%/4

= 1+4+C+C2/2+4C/64 /24 .
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Man erkennt, dass R,(() gerade aus den ersten fiinf Summanden der
Taylorreihe exp(() besteht. Das hat einen tieferen Hintergrund, wie wir
aus folgendem Resultat sehen.

Satz 2.24. Ist R die Stabilitdtsfunktion eines Einschrittverfahrens der Ord-
nung q, dann gilt

R(¢) = exp(¢) + O(I¢|"™), ¢ —0.

Beweis. R(¢) und exp(¢) konnen beide in eine lokal konvergente Reihe um

¢ = 0 entwickelt werden. Anwendung des Runge-Kutta Verfahrens auf die
Testgleichung (2.28) mit A = 1 (beachte, dass die Losung dieser Testgleichung
exp(() ist) und Schrittweite h > 0 liefert, unter Beriicksichtigung von Satz
2.22

y —exp(h) =, =0 forh—0.
=y(h) Ordnung ¢

Damit miissen die ersten ¢ Terme der beiden Taylorentwicklung {ibereinstimmen,
woraus die Behauptung folgt. O

Im folgenden charakterisieren wir die Stabilitatseigenschaften des Runge-
Kutta Verfahrens iiber die Stabilitédtsfunktion:

Satz 2.25. Gegeben sei ein Runge-Kutta Verfahren mit Stabilitdtsfunktion
R, die auf C~ definiert ist. Dann gilt:

1. Das Verfahren ist genau dann A-stabil, wenn |R(¢)| < 1 fir alle ¢ € C
gilt.

2. Das Verfahren ist genau dann Isometrie erhaltend, wenn |R(C)] = 1
fir alle ¢ mit R(¢) = 0 gilt.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus (2.30). O

Aus diesem Satz ldsst sich sofort schlieffen, dass alle expliziten Runge-
Kutta Verfahren nicht A-stabil sein kénnen, da fiir Polynome

lim |R(a+ib)| = oo

a——00

gilt.
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Das implizite Euler-Verfahren ist hingegen A-stabil. In diesem Fall ist
R(Q) = (1 - )" und

11— ¢P = (1= R(Q))*+ (S(¢)* =1 —2R(C) + [¢* > 1 fiir R(C) <0

Fiir weitere Untersuchungen der Stabilitdt von Runge-Kutta Verfahren fithren
wir den Begriff des Stabilitdtsgebietes eines Verfahrens ein.

Definition 2.26. Mit S := {( € C: |R(¢)| < 1} wird das Stabilitétsgebiet
eines Runge-Kutta Verfahrens bezeichnet.

Mit unserer Notationsiibereinkunft schlieffen wir die Spetralwerte von A
aus dem Stabilitatsbereich aus.

Fiir A-stabile Runge-Kutta Verfahren ist die abgeschlossene linke Hal-
bebene C~ in S enthalten.

Satz 2.27. Fir jedes Runge-Kutta Verfahren ist 0 € S .

Beweis. Da jedes Runge-Kutta Verfahren mindestens die Ordnung 1 hat, gilt
nach Satz 2.24,

R(Q) =1+ C+0(c[), (0.
Demnach ist R(0) =1, also 0 € S. O

Fiir jedes Runge-Kutta Verfahren gibt es aber auch ein offenes Teilinter-
vall (0,¢) ¢ S, denn

|R(§)|>1+g>1 fir ¢ € (0,¢),

fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0. Das bedeutet, dass 0 am Rand des Sta-
bilitétsbereiches liegt!

Satz 2.28. Das Stabilititsgebiet eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens ist
immer beschrinkt.

Beweis. Die Stabilitatsfunktion eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens ist
ein Polynom. Also existiert eine Kugel, die die Menge {¢ : |R(¢)| < 1} enthélt.
O
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Satz 2.29. Das Stabilititsgebiet S des Runge-Kutta Verfahrens enthalte den
Halbkreis

B ={ceC :[¢|<7} .

Dann gilt fir die Niherungen vy, des Runge-Kutta Verfahrens, angewendet
auf die Testgleichung (2.28) mit A € C:

[Ynt1| < |yn| , sobald h < 71/ |A| .

Beweis. Fir R(A\) < 0 und h < ﬁ liegt ¢ := hA in B, . Aus der Rekursion

Ynt1 = R(hN\)y, und da hA im Stabilitdatsbereich liegt, folgt aus Satz 2.25
ynral = [R(AA) fyn| < 1ya|
und somit die Aussage des Satzes. ]
Das Stabilitédtsgebiet des expliziten Euler Verfahrens ist
S={¢:1+¢ <1} . (2.32)

Das ist ein Kreis mit Mittelpunkt —1 und Radius 1.

2.2.5 Steife Differentialgleichungen
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
u(t, ) = ug(t, ), u(0,2) =g(z), (2.33)

mit Randbedingungen wu(t, —1) = w(t,1) = 0. Beachte, dass (2.33) keine
gewoOhnliche Differentialgleichung ist, sondern eine partielle.

Zur analytischen Losung der Differentialgleichung verwenden wir Separa-
tion der Variablen, dazu machen wir den Ansatz

ulwt) = 3 maB)on(a)
Erfiillt diese Funktion (2.33), dann muf}

Y (ea(e) =Y ma(t)v(x)

neN neN
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gelten, was, wiederum, gilt, wenn
n (v, (x) = n,(t)v!(z) fir alle t > 0,z € (—1,1) .
Da 7, eine Funktion in ¢ ist und v,, in x folgt somit:

/t "
n“_():C:Mfﬁrallet>O,x€(—1,1)-

Mn Un ()

Also miissen wir die beiden Eigenwertprobleme v = Cv,(z) und ' = Cn
parallel 16sen. Die Eigenwerte des Operators

Av =vy = v, v(—1)=v(1)=0, (2.34)
sind A, = — (gn)2 ,n € N mit den zugehorigen Eigenfunktionen
| cos (%m;) , n ungerade
un(T) = { sin (Znz) , n gerade .

Fiir ungerade n erfiillen die cos-Funktionen und fiir gerade n erfiillen die sin-
Funktionen die Randbedingungen von (2.34). Also ist die Losung von (2.34)
wie folgt darstellbar

u(t,x) = Zﬁgn—1(t) cos (g(Zn - 1)56) + ann(t) sin (mnx) |

n=1 n=1

wobei die Koeffizientenfunktionen n, Losungen der gewohnlichen Differen-
tialgleichung
To\2
o, = — (§n> M, neN, (2.35)

sind. Die Losung der partiellen Differentialgleichung wird somit auf die Losung
eines System von gewohnlichen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt.

Zur Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichungen bendtigten wir
noch Anfangswerte. Wir nehmen konkret an, dass

u(0,7) =g(r) =1—-2°,-1<r <1,

und entwickeln ¢ in eine Fourierreihe

g(x) = Z(—l)”“ﬁ oS (g(Qn - 1)x) :

n=1
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Demnach ergeben sich fiir die Koeffizientenfunktionen 7,, die Anfangswerte

32

772n(0) = 07 7727171(0) - (_1)n+1m7

n>0,

und durch Losen der skalaren Differentialgleichung (2.35) erhdlt man eine
analytische Darstellung der Losung von (2.33)

u(t,x) = i % exp (—WQMt) oS (g(Qn - 1)ac> . (2.36)

Nehmen wir an, wir haben in der n-ten Komponente einen Fehler ¢,,. Nach ¢
weiteren Zeitschritten mit einem Runge-Kutta Verfahren hat sich der Fehler
in der n-ten Komponente zu

R(h\,)'e, = R(—7*h(n/2)%)e,

verdndert.

Fiir explizite Verfahren liegt fiir hinreichend grofies n —w?h(n—1/2)? nicht
im Stabilitédtsbereich S und der fortgepflanzte Fehler explodiert. Hingegen
spielen bei der exakten Losung (2.36) die hochfrequenten Anteile praktisch
keine Rolle, da sie mit die Vorfaktoren exp(—m?(n—1/2)?t) geddmpft werden,
oder sogar Null sind.

Solche Aufgabenstellungen kénnen nur mit A-stabilen Verfahren gelost
werden. Eine Differentialgleichung mit (stark) negativen Eigenwerten in der
Stabilitdtsanalyse nennt man steife Differentialgleichung.

2.2.6 Implizite Runge-Kutta Verfahren

Das Ziel ist die Konstruktion von impliziten Runge-Kutta Verfahren mit
groflem Stabilitdtsbereich und hoher Ordnung. Fiir solch ein Verfahren ver-
wenden wir die s-Gauf-Legendre Quadraturformel,

Qlg] = Z big(c;) (2.37)

welche den maximal moglichen Exaktheitsgrad 2s—1 fiir das Integral fol g(t)dt
hat.
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Fiir eine implizites Runge-Kutta Verfahren wéhlt man nun fiir {b;} die
zugehorigen Gewichte der s-stufigen GauB-Quadraturformel ? und fiir {c;}
die Nullstellen des s-ten Legendre-Polynoms (skaliert auf das Intervall [0, 1]).
Die verbleibenden Koeffizienten {a;;} werden wie in (2.23) gewéhlt, dass die
Approximation

s ti-‘rcj'h Cj
h}:aﬂﬂm+%mngka/ f@y@»dﬁ:h/‘f@ﬁ¢hyﬁﬁ¢M)M2
k=1 b 0

Polynome mit moglichst hohem Grad exakt integriert, also
S cj
Z@M@%/p@ﬁ. (2.38)
k=1 0

Da die Koefhizienten {c;} bereits vorgegeben sind, ist die optimale Wahl der
Gewichte {a;} durch Lagrange-Grundpolynome gegeben, also

S

qm:/%Mwﬁ, (1) = I[t_q (2.39)

)
CL — G
=1tk BT

und die resultierende Quadraturformel hat Exaktheitsgrad s — 1.
Das aus (2.37) und (2.39) resultierende implizierte Runge-Kutta Ver-
fahren heift auch s-stufiges (Runge-Kutta-)Gauf3-Verfahren.

Beispiel 2.30. Das einfachste Gau-Verfahren (s = 1) fithrt auf die so genan-
nte implizite Mittelpunktsregel. Das erste Legrende Polynom hat eine
Nullstelle genau in der Mitte des Intervalls ¢; = 1/2 und das zugehorige

Gewicht ist gerade b; = 1. aq; ergibt sich aus (2.39) zu a;; = 01/2 1dt =1/2.
Das zugehorige Tableau ist
1/2 | 1/2
1
und das Einschrittverfahren hat die Form
h
Yirr =y Fhf(ti +h/2,m), m=vy+ §f(ti +h/2,m) . (2.40)

2Das Resultat iiber die GauB-Quadraturformel iiber Numerische Mathematik, wie etwa
in Himmerlin-Hofmann [5]
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Durch Kombination der beiden Gleichungen erhélt man

Yigr = Yi + hf(ti +1/2, (yi +yir1)/2) .

Die Stabilitatsfunktion der impliziten Mittelpunktsregel ist leicht ausgerech-
net: Nach Definition 2.20 gilt:

¢

1%(C)=1+§(1_§)_1 1+¢/2

T 1-(/2

Die Stabilitatsfunktion R ist eine Mobiusfunktion.

=1+C+C/2+3/4+ ..

e Es gilt fiir ( =a+1ib € C™ (also a < 0)

(1+a/2)? + b?

2
|R(Q)] :(1_a/2)2+62§1daa<0.
e Ist A =ib mit b € R, so gilt:
5 140
pum— :1.
ROP =1

Also ist die implizite Mittelpunktsregel nach Satz 2.25 A-stabil und Isometrie
erhaltend.

Man kann die implizite Mittelpunktsregel auch als eine Kombination des
impliziten und des expliziten Euler-Verfahrens interpretieren. Demnach wird
in (2.40) zunédchst in einem impliziten Zeitschritt eine erste Ndherung n,
fir y(t; + h/2) berechnet; diese Ndherung dient dann einem zweiten Halb-
schritt zur Berechnung von y;,1 mit dem expliziten Euler-Verfahren als Aus-
gangspunkt.

Die Stabilitédt der impliziten Gauf-Runge-Kutta Verfahren ist eine allge-
meine Eigenschaft:

Satz 2.31. Alle impliziten Gauf-Runge-Kutta Verfahren sind A-stabil und
Isometrie erhaltend.

Einen Beweis findet man z.B. in [5].
Wir fassen nun einige Gaufl-Runge-Kutta Tableaus zusammen:
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L.
1_ V3 1 1_ V3
25 1 4,
1 3 1 3 1
2t |4t g
1 1
2 2
2.
1 Vs 5 2 V5 5 VIS
2 10 36 9 15 36 30
1 5 4 V5 2 5 _ IS
2 36 24 9 36 24
1 V15 5 V15 2 V15 5
2 + 10 36 + 30 9 + 15 36
! 1 5
18 9 18

Wir skizzieren nun die effiziente Implementierung von impliziten Gauf3-
Runge-Kutta Verfahren. Der Hauptaufwand steckt dabei in der Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

S

nj:yi+h2ajl,f(ti+c,,h,n,,), j=1,..s.

v=1

Hat man Néherungen 7, berechnet, dann kann man den eigentlichen Itera-
tionsschritt durchfiihren:

Yi+v1 = Yi + h Z buf(tz + C,,h, T],/) . (241)
v=1

In der Praxis fiihrt man Hilfsvariablen ein:

kj = f(tz + thﬂ?j) ;

und erhélt auf diese Weise das dquivalente Gleichungssystem

k’j :f (tl—i—cjh,yz—i—hz:aﬁ,k,,) s j = 17...,87 (242)

v=1

mit denen man dann den eigentlichen Iterationsschritt wie folgt implemen-
tiert:

Vier = Ui+ 0 bk,
v=1
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Die Losung des sd x sd-dimensionalen Gleichungssystems (2.42) fur die k;
kann mit einem Newton-artigen Verfahren erfolgen. Man verwendet haufig
Quasi-Newton-Verfahren, bei denen anstelle der exakten Ableitungen

fy (tz + th, Yi + h z ajl,k‘,j)

v=1

von f die Naherung J = f,(;,y;) verwendet wird.

2.3 Randwertprobleme
bei gewohnlichen Differentialgleichungen Wir betrachten zuerst das einfache
Modellproblem:
Liu] = —u" +bu' 4+ cu= fin (0,1),
uw(0) =u(l) =0.

Es lasst sich zeigen, dass diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung
besitzt, falls

(2.43)

c(x) > 0 fiir alle z € (0,1),

was wir im folgenden immer voraussetzen.

Zur numerischen Losung verwendet man sehr haufig Differenzenverfahren,
die wir im folgenden untersuchen. Alternativ werden wir spéter finite Element
Methoden kennenlernen. Wir schranken uns auf ein dquidistantes Gitter ein

Ap={x;=th:i=1,....,n—1,h=1/n} C(0,1). (2.44)
Mit
i@ = (u(zy),...,u(z,)) € R"! (2.45)

bezeichnen wir den Vektor der exakten Losung u von (2.43) auf dem Gitter
Ay, (2.44). Wir denken uns zusétzlich

0=u(zg) =u(z,) =0,

was die Randbedingungen wiedergibt. Den erweiterten Vektor werden wir
aber nie verwenden. Gesucht ist nun eine Ndherungsvektor

iy = (u,...,u,)" € R™! (2.46)

fur . Zu diesem Zweck wird L aus (2.43) diskretisiert, indem wir die Ableitun-
gen von u an den Stellen x = x; durch Differenzenquotienten ersetzen. Wir
haben folgende Alternativen:
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e Einseitiger Vorwirtsdifferenzenquotient:

u(z + h) — u(x) N
h

D [u)(x) = () .

e Einseitiger Riickwirtsdifferenzenquotient:

Dy lul(e) = D) iy

e Zentraler Differenzenquotient:

r+h)—u(zr—h)
2h

Daful(z) = & ~ () | (2.47)

Die zweite Ableitung kann durch den zentralen Differenzenquotienten

z+h)—2u(zr) + u(z — h)
E -

D2[u(z) = u( () (2.48)

approximiert werden.

Beispiel 2.32. Wir betrachten den einfachsten Fall von (2.43) mit b,c =
0, also —u” = f mit Dirichlet Randbedingungen. Wir approximieren u”
durch DZ[u] an den Knotenpunkten Aj. Unter Beriicksichtigung von u(zg) =
u(z,) = 0 ergibt sich somit.

f(x1) u" (1) 2 -1 0 u(zy)
flaz) | _ "z2) | g | -1z u(2)
. : SR | :
f(n-1) u"(xy-1) 0 -1 2 u(n-1)
_F T, W

Da u durch 4}, approximiert werden soll, liegt es nahe folgendes Gleichungssytem
zur Bestimmung von ), zu verwenden:

Lty = f . (2.49)

Die Eigenwerte von Ly, sind 4h~2sin?(khm/2)4, k = 1,...,n—1. Die Funktion

sinc(z) = %(z) ist im Intervall [0, /2] monoton fallend, weshalb gilt

2
sinc(z) > sinc (g) = — fir x € [0,7/2],
T
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woraus sich ergibt:

1 h?

Litfe=+——= Asin (kha/2)
L5, (|2 Aomin (L) 1Sk 4sin®(khm/2)

1
< —.
!
Folglich gilt
1% = @l = 125 (ZniT = )]z
< Iy el Lot — s (2.50)
1 N -
< {12 = .

Der letzte Fehlerterm bezeichnet die Konsistenz des Operators L. Gilt eine
Abschétzung dieser Form, so wird Stabilitdt durch Konsistenz impliziert.

Wir beschéftigen uns nun mit Fehlerabschédtzungen fiir die Differenzen-
quotienten:

Lemma 2.33. Sei u € C?0,1] und x € [h,1 — h]. Dann gelten fir die
einseitigen Differenzenquotienten die Abschdtzungen

1
| Diclul(z) = /()] < Sllu"llsch
Fiir den zentralen Differenzenquotienten gilt fiir u € C3[0,1] sogar:
1
[ Dalu)(w) =o' (@)] < Zllu”llooh® .
Fiir D? gilt: Seiu € C*0,1] und x € [h,1 — h], dann ist:
1
| Dilul(z) = u"(@)] < o lu" ooh?® (2.51)

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir den zentralen Differenzenquotien-
ten. Fiir u € C3[0, 1] folgt aus Taylorentwicklung um z € (0,1):

u(x +h) = u(z) + hu'(x) + thUH(.I) + 1h:”u’”(g) :

2 6
uw(x —h) = u(x) — h'(z) + %h%"(x) — %hgu"’(f_) :

fiir zwei (4 mit der Eigenschaft x — h < (_ < x < (4 < x + h. Daraus folgt

w(x + h) —u(x — h) = 2hu'(z) + %h?’(u’"(g) +u"(¢)),
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und somit
u(x +h) —u(x —h , 1 y
@A) WD) | < L sup (O] ¢ € 0.1])
2h 6
und somit die Behauptung. O

Beispiel 2.34. Angewendet auf Beispiel 2.32 ergibt sich, falls die Losung der
Differentialgleichung 4x stetig differenzierbar ist:

| Zn i = Flloo < Tl lch® = 11”1k
:Dﬁ

Wir diskretisieren nun den allgemeinen Differentialoperator L definiert
in (2.43). Dazu ersten wir die zweite Ableitung durch D?[u] und die erste
Ableitung durch einen der drei Differenzenquotienten D [u], D; [u], oder
Dy [u). Bei Verwendung der verschiedenen Differenzenquotienten ergeben sich
unterschiedliche Diagonalmatrizen

dl S1 0

Lh — h—2 ) d2 c R(n—l)x(n—l) ’ (252)
‘ Sp—2
0 T'n—1 dn—l

wobel im Fall

° D;:
d; = 2 — hb(x;) + h*c(x;),
o D,
d; = 2+ hb(x;) + hie(x;),
S; = —1,
[ J Dhi

di =2+ hQC(Q?Z’) R
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Die Niherungslosung ergibt sich aus der Losung des Gleichungssystems (2.49).

Definition 2.35. Ein Differenzenverfahren hat die Konsistenzordnung q
beziiglich der Maximumnorm, wenn

Ly — flloe < ChY .

Die Definition ist nur insofern prézise, da diese Abschétzung nur unter
Glattheitsvoraussetzungen an wu, und die Koeffizienten der Differentialgle-
ichung b, c, f gelten kann. Diese miissten als extra Voraussetzungen spezi-
fiziert werden.

Satz 2.36. Die Lisung des Randwertproblems (2.43) sei 4% stetig differen-
zierbar (das gilt z.B. unter den Voraussetzungen, dass b,c, f 2x stetig dif-
ferenzierbar sind). Dann hat das Differenzenverfahren (2.49) die folgenden
Konsistenzordnungen q:

e q =2, falls Dy, (zentraler Differenzenquotient) zur Approximation fir
u' verwendet wird, bzw.

e g =1, falls D,jf (Vorwdrts- bzw. Riickwdirts Differenzenquotient) zur
Approzimation fir u' verwendet wird.

Beweis. Wir verwenden die Zerlegung

2 -1 0 c(xy) 0 0

Lo=n2| 4 2 ¢ +By + 0 claz)
Lo 0
0 -1 2 0 0 c(xp_1)

- -

=:Ap :Cp

Nur die Matrix By, hangt von den verwendeten Differenzenverfahren ab.
Aus Lemma 2.33 und (2.51) folgt, dass im Fall der Verwendung von zen-
tralen Differenzenquotienten,

1
A — = (— " < "n Oth
— 1 /
|(Brit); — b(w:)u' ()| < él\b\loo|IU”||ooh27

[(Chtd); — c(zi)u(z;)| =0,
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gilt. Fiir einseitige Differenzenquotienten gilt dementsprechend
. 1
|(Brid)i = blzi)u' ()] < 5lIblloo|lu"lloch -
Damit gilt bei der Verwendung der zentralen Differenzenquotienten:

L4 — flloo = | AniT + Byt + Ciit — flloo
= max |(Aptd + Bpi + Crti); — (—u"(x;) + ()’ (z;) + c(z;)u(z;)]
1 1
< e P - Zlp - " - h2
< (50" + gl ) 12
(2.56)
beziehungsweise bei der Verwendung eines einseitigen Differenzenquotienten

. - 1
Hhu—ﬂm§<—

1
nn h/ - b " h .
gl -+ 3100

2.4 Stabilitidtsabschitzungen

Wir leiten Abschitzungen fiir ||L; ||« her, wobei L, eine der Matrizen aus
(2.52) sind. Mit Satz 2.36 folgt somit, Folglich gilt, wenn | L; |l < C (fiir
hinreichend kleine h) ist,

1% = i lloo = 1Ly (L0t = £)ll
< Ly ool ZatE = flloc
< C||Lyii — f_”oo (2.57)
1

1
< 0 (g5l + g e 1" ) 2

bei Verwendung von zentralen Differenzenverfahren. Bei Verwendung von

einseitigen Differenzenverfahren bekommt man eine Ordnung h Abschitzung.
Dieses Beispiel legt folgende allgemeine Definition nahe:

Definition 2.37. Ein Differenzenverfahren fiir das Randwertproblems (2.43)
heisst stabil, wenn Konstanten C', b > 0 existieren, sodass fiir alle 0 < h < hj
die Matrix Ly, invertierbar und || L, |, < C gilt.
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Zum Nachweis einer stabilen Diskretisierung verwendet man héaufig M-
Matrizen, die wie folgt definiert sind:

Definition 2.38. Sei A = [a;;] € R™™ mit a;; < 0 fiir ¢ # j, und A™' > 0,
dann nennt man A eine M-Matrix.

Bei M-Matrizen gilt die Monotonieeigenschaft (die auch den Namen M-
Matrix impliziert)

r <y impliziert A7 'z < A7y . (2.58)

Die Verifikation der M-Matrix Eigenschaft ist schwierig, ausser wenn sie
spezielle Struktur hat, etwa tridiagonale Form.

Satz 2.39. Jede irreduzibel diagonaldominate Tridiagonalmatriz T = [t;;]
mit positiven Diagonalelementen und negativen Nebendiagonalelementen ist
eine M-Matrix.

Bewezts. Irreduzible Tridiagonalmatrix bedeutet, dass ¢; ;-1 # O und ¢;_1; # 0
gilt. Diagonaldominant bedeutet, dass

lai] > Jay|

J#

gilt. Wir wissen aus der Grundnumerik, dass solche Matrizen invertierbar
sind. Es bleibt zu zeigen, dass T~! nichtnegativ ist. Dazu schreiben wir

T=D-N,

wobei D eine Diagonalmatrix und N eine Nebendiagonalmatrix ist. Wegen
der Voraussetzungen an 7" gilt, D > 0 und N > 0.
Fiir beliebiges € > 0 ist nun auch 7'+ ¢/ strikt diagonaldominant und es
gilt
T+el=(D+el)I—-R)mit R=(D+¢cl)"'N .

Da D > 0 ist auch D + ¢l > 0, und damit auch (D + 5[)‘1 > 0. Konse-
quenterweise ist dann auch R > 0. Zudem gilt wegen der Diagonaldominanz
von T auch (die echte Ungleichung kommt durch die Stérung mit 1)

|Rloo = (D +¢el) "Nl < 1. (2.59)
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Damit konvergiert die Reihe

(T+el)™ =(I =R (D+el)™
= (i Rk> (D+el)™

RE(D +el)™

I
hE

0

\%
=1

Durch Grenziibergang ¢ — 0 erhélt man somit auch (T +&el)™! — T, die
somit auch nichtnegativ ist. O

Korollar 2.40. Se:

0<h<hy= (2.60)

2
bl
Dariiberhinaus setzen wir voraus, dass die Funktion c, die bei der Bestim-
mung von Ly, aus (2.52) verwendet wird, nichtnegativ ist.

Dann gilt bei Verwendung des zentralen Differenzenquotienten Dp|u](z;)
(2.47) fir o' (z;), i = 1,2,...,n — 1, dass die Koeffizientenmatriz L; aus
(2.52) ein M-Matriz ist.

Beweis. Aus (2.60) folgt, dass |hb(z;)/2| < 1 ist. Damit sind die Nebendiago-
naleintrége, r;, s; von Lj aus (2.52) negativ. Weiters gilt |r;| + [s;| <2 < |d;];
Firi=23,...,n— 2 gilt die erste Ungleichung sogar als Gleichheit. Somit
ist die Matrix L, diagonaldominant, und alle Eigenschaften betreffend der
Vorzeichen der koeffizienten r;, s; und d; zusammen, zeigen, dass die Matrix
L;, eine M-Matrix ist. []

Satz 2.41. Die Randwertaufgabe 2.43 habe ein Ldsung in C*[0,1]. Dann
gentigt die Losung iy, von (2.49) (mit zentralem Differenzenquotienten) der
Fehlerabschdtzung

17 — @l = O(R?) .

Beweis. Wegen Korollar 2.40 ist fiir hinreichend kleine h Lj, eine M-Matrix
und damit insbesondere invertierbar. Also gilt fiir hinreichend kleine A (vgl.
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(2.57)
1@ — tinlloo = I Ly, " (L@l — Lytin)l|o
= 1L, (Lnti = f)loe
< L3 ool Lt — £l
= Ci[|Znii = flloo
wobei die Konstante C'; unabhéngig von h. Aus (2.56) folgt somit

1@ — o = O(R?) .

2.5 Singulir gestorte Probleme

Die Schranke hy = m aus Korollar 2.40 zeigt, dass das Differenzenverfahren

fiir groe Schrittweiten instabil wird.
Wir studieren fiir kleine € die Losung der Randwertaufgabe

ul

1
"——=-=1n(0,1), 0)=u(l)=0.
WL = 2 (0.1), u(0) = u()
Die analytisch Losung ist gegeben durch

pz=1)/e _ o—1/c

1 —¢g1/e

us(2) = z — v.(2) mit v.(z) =

Die Funktion ist auBerhalb des Grenzschichtintervalls (1 —~e, 1) ungefihr die
Funktion u(z) = x, und fallt in der Grenzschicht steil auf 0 ab. Die ganze
Problematik zeigt sich, wenn man ¢ — 0+ betrachtet, was dazu fiihrt, dass
die Differentialgleichung formal zu einer Differentialgleichung 1. Ordnung

v'=1in(0,1), w(0)=u(l)=0.

Diese Gleichung ist aber durch die beiden Randbedingungen iiberbestimmt.
Das Differenzenverfahren mit zentralen Differenzenquotienten ergibt das

lineare Gleichungssystem .
Loiin = T, (2.61)

wobei h%L;, /e eine tridiagonale Téplitzmatrix mit den Eintrigen

di:2, T’Z:—l—h/<2€), Sl:—1+h/(2€>,
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ist.

Wendet man Korollar 2.40 an, so erkennt man, dass L, nur fiir A < 2¢ eine
M-Matrix ist, und nur dann Stabilitdt mit unseren Mitteln gezeigt werden
kann. Bei der Verwendung einseitigen Differenzenquotienten verhélt es sich
etwas anders: Die Matrix L;, aus (2.61) kann zu einer M-matrix gemacht
werden, wenn abhéngig von b(x;) < 0 bzw. b(x;) > 0, D} (2.53) bzw. D,
(2.54) gewahlt wird. Dies nennt man das Upwind-Schema zur Losung der
Differentialgleichung (2.43) und fithrt aud die Matrixgleichung 2.49 mit den
Matrixeintragen fiir Ly, aus (2.52):

di = 2+ h|b(z;)| + hPc(z;) ,
ri=—1—hb"(z;), b"(x)=max{b(z),0}, (2.62)
si=—14+hb"(z;), b (z)=min{b(x),0} .

2.6 Schief3verfahren

Wir studieren das nichtlineare Randwertproblem
u" = f(z,u,u") in (0,1), uw(0) =u(1) =0. (2.63)

Nehmen wir an, dass die Ableitung o = «/(0) am linken Rand bekannt
wire. Dann 16st u auch das Anfangswertproblem

V" = f(z,v,0") in (0,1), v(0) =0 und v'(0) = « . (2.64)

Beim Schiefiverfahren wihlt man ein o, 16st (2.64) und vergleicht die Losung
vy an der Stelle 1 mit u(1). Aus der Differenz bestimmt man sich ein opti-
miertes a.

Um das zu systematisieren formulieren wir die Abbildung

F:D(F)—R,

(2.65)

a — v,(1)

wobei D(F') der Bereich der « ist, wo (2.64) eine LSoung in [0, 1] besitzt.

Wir suchen nun eine Nullstelle von F' und kann mit Newton- oder Sekan-

tenverfahren gelost werden. Dazu brauchen wir die Ableitung von F' bzgl.
a.
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Proposition 2.42. Sei f zweimal stetig differenzierbar bzgl. der Variablen
u und u'. Dann ist F' differenzierbar mit Ableitung F'(a)) = wa (1), wobei w,

die Losung von
w// = fu(:'E’ Ua? ’U(/I>w + ful($7 ’Ua, ’U(/)L>w/ Y

2.66
w(0) =0, w'(0)=1, (2.66)

15t

Beweis. Wir definieren

_ vg(x) — va(x)
wg(x) = o

wenn v,, vg Losungen von (2.64) mit v;,(0) = a und v3(0) = 8 sind. Damit
gilt insbesondere

= 1
5 o o wg(1),
und somit
F'(a) = lim wg(1) , (2.67)
B—a

falls der Grenzwert exisitiert.
Wir fassen diverse Eigenschaften von wg zusammen.

1. ws(0) = 0 and wj(0) = 1.
2. Sei x € (0,1) beliebig, dann gilt
(8 — aws(z) = vj(x) — vg(x)

= f(z,vs,v5) — f(2,Va,0,) (2.68)
=: (1) — ¢(0),

wobei
¢(C) = f(,va + C(vp = va), v, + C(vf — v})) -

Kiirzt man v = v, + ((vg — v,) ab, so ergibt sich

¢,(C> - fu(xvvvvl)(vﬁ - Ua) + fu’(‘nv, U/)(U,/B - fo)
= (5 - O‘) (fU(xavavl)wﬁ + fU’(x7U7U,)wlﬁ) )
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Eingesetzt in (2.68) erhalten wir:

wi(z) = (Z)(lg) = ¢(0)
1

(&%
- | vow
- / (Fulw, v, v )ws + fur (0,0 )uls) dC

0
- (/ fu(x,v,v’)dC> ws + (/ fu/(x,v,v’)d() wy
0 0

Man kann zeigen, dass v = v(¢) und v = v'({) gleichméBig gegen v, und
v;, konvergieren. Genauso zeigt man dann, dass ws gleichméflig gegen eine
Funktion w konvergiert, die dann die Grenzgleichung von (2.69) erfiillt, was
genau (2.66) ist. O

(2.69)

SchiefSverfahren haben Stabilitdtsdefizite, die mit Mehrzielmethoden verbessert
werden konnen. dazu gibt man sich ein Gitter

A={0=xy<a1 <<z =1} .

Wir nehmen nun an, dass folgende Werte von u, der Losung von (2.63),
bekannt sind:

no=u(0)=0, ag=1u(xg),

ni=u(z;), o =u'(;), i=0,1,....,n—1.
Dann kann die Losung u aus den Losungen
v : [mio, ] = R
der Anfangswertprobleme

Ug’ = f(xanaU;') ) Ui(xifl) ="Mi-1, U;(xifl) =a;_1, t=1,...,n

(2.70)
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Bei Mehrzielmethoden hat man nun also ein (2n — 1)-dimensionales Gle-
ichungssystem zu l6sen:

01(1’1) — M Qg
v (z1) — oy Uit
. aq
F(z) = : und z =
Un—l<xn—l) — Mh—-1 .
V), (Tn—1) — Ay Mn—1
v, (1) Q1

Dieses Gleichunsgsystem kann wieder mit Newton Verfahren geldst werden.
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Kapitel 3

Partielle
Differentialgleichungen

Numerische Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen richten sich
nach dem Typ der Differentialgleichungen. Man unterscheidet zwischen el-
liptischen, parabolischen, und hyperbolischen Differentialgleichungen.

Im ersten Teil dieses Kapitels beschéftigen wir uns mit finite Element
Methoden (FEM) zur Losung von elliptischen Differentialgleichungen. Wir
beschrinken uns auf Raumdimension zwei. In hoheren Dimensionen gehen
viele Argumente analog, aber die Notation wird schwieriger.

Wir verwenden folgende Notation

= ()" 2= GG +mmp und |27 =G+ 0P
Ableitungen bezeichnen wir mit
T

Vu = (ue,uy)'.

Das Gebiet €2, auf dem wir die Differentialgleichung 16sen, hat stickweise
linearen Rand T ist beschrdinkt und zusammenhdngend.

3.1 Finite Element Methoden

zur Losung von elliptischen Differentialgleichungen in ©Q C R2.

Grundlage der finite Element Methoden (FEM) sind schwache Losungen.
Dazu braucht man die Theorie der Sobolevriaume, die wir kurz zusammen-
fassen:

67
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Definition 3.1. H'(Q) ist der Hilbertraum der quadratisch integrierbaren
Funktionen mit quadratisch integrierbarer Ableitung und dem inneren Pro-
dukt

<u,v>H1(Q)=/Vu-Vvdx+/uvdx.
Q 0

Neben der zugedrigen Norm ||| z1(q) definieren wir auch die Halbnorm

2
ey = [ [Vl do.

Funktionen v € H'(Q) miissen in einzelnen Punkten in 2 nicht stetig
sein. Trotzdem kann man sinnvolle Randdaten definieren:

Satz 3.2 ([1]). Jede Funktion u € H(Q) besitzt eine eindeutig bestimmte
Spur u|p € L*(T). Die Zuordnung u — u|p ist eine stetige Abbildung mit
folgender Eigenschaft:

lulp 12wy < callullrzellulla @) -
Dieser Satz impliziert, dass
Hy(Q) ={ue H(Q): ulp =0}

ein abgeschlossener linearer Unterraum von H'(Q) ist. Fiir Funktionen in
H} () gilt die Poincare-Friedrich Ungleichung:

Yollullm@) < |ulp g firalle u € H () . (3.1)

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die elliptische Differen-
tialgleichung:
Liu| == -V - (oVu)+cu= fin Q (3.2)

mit Dirichlet Randdaten
u=0aufI. (3.3)

Wir diskutieren hier nicht die genauen Glattheitsanforderungen an ¢, o, und
f. Die essenziellen Voraussetzungen fiir uns sind, dass

0<o00<0(r) <oo und 0 < ¢(x) < o

gilt, was bewirkt, dass die Differentialgleichung elliptisch ist. Unter einer
klassischen Ldsung versteht man, wenn die Losung in C?(92) liegt.
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Die mathematische Grundlage fiir schwache Losungen ist partielle Inte-
gration, die wir unter der Annahme, dass die Losung u von (3.2) und v glatt
sind, wie folgt verwenden:

fvdx —/V~ oVu vdw+/cuvdw

(3.2)

:/JVqudx—i—/cuvd:c—/va%ds.
Q Q r on

Definition 3.3. Ein schwache Losung des homogenen Dirichletproblems, der
Gleichung (3.2) und (3.3), ist eine Losungen der Gleichung

/ fvdx = / oVuVuvdr + / cuv d fiir alle v € Hj(S2) . (3.4)
Q Q Q

Bemerkung 3.4. Die schwache Lisung ist eindeutig, und liegt in Hj(2). Die
Randbedingung ist in dem Sinn erfiillt, dass die Spur der Losung auf I' Null
ist.

Das inhomogene Dirichlet Problem besteht in der Losung von (3.2) mit
Randbedingungen
u=gaufI'. (3.5)

Wir erweitern die Funktion g von I auf 2 (was unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen geht — Inverser Spursatz). Mit dieser Erweiterung g reduzieren wir
das Problem (3.2), (3.5) auf ein homogenes Dirichlet Problem. Namlich 16st
w = u — ug das homogene Dirichlet Problem

Liw] = f = Llu],  w|p=0.
Das Dirichlet Problem hat eine eindeutige Losung:

Satz 3.5. Es seinen o,c und f beschrdnkte Funktionen mit
0<c(x) <cound 0 <o < 0(x) < Coo

Dann hat das Dirichelt Problem fiir jedes f € L*(Q) und g € L*(T") eine
eindeutige schwache Lésung u € H'(Q).

Das Neumann Problem besteht in der Losung von (3.2) mit Randbedin-
gungen

ou
0o =9 auf I' . (3.6)
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Die zugehorigen schwache Form leitet sich wieder durch partielle Integration

ab
fvde = /V- oVu vdx+/cuvdx
/Q v Jo ( ) Q

(3:2)

:/aVqudx%—/cuvdx—/va@ds
Q 9] T an
= aVqud:U+/cuvd:v—/vgds.
=, owda— |

(3.6)

Existenz und Eindeutigkeit sind durch folgendes Resultat gegeben:

Satz 3.6. Es seinen o,c und f beschrinkte Funktionen mit
0<co<c(x) <cound0 < og <o(x) <o -

Dann hat das Neumann Problem fiir jedes f € L*(Q) und g € L*(T) eine
eindeutige schwache Lisung u € H'(Q).
Fiir ¢ = 0 existieren schwache Losungen, falls zusdtzlich gilt, dass

/Qfdx:—/ngs. (3.7)

In diesem Fall unterscheiden sich alle Losungen um eine Konstante. Ublich-
erweise wird die ausgezeichnet mit fQ udx = 0 berechnet, und als die Losung
des Neumannproblems bezeichnet.

Wir beschéftigen uns mit einer allgemeinen Strategie zur Loésung von
elliptischen Differentialgleichungen. Dazu fithren wir folgende Terminologie
ein:

a(u,v) ::/UVU-Vvder/cuvdx,
0 Q

[(v) ::/vadzc.

a ist eine Bilinearform (linear in beiden Komponenten) auf V= H'(Q), [ ist
ein linearer Operator auf V.

(3.8)

Definition 3.7. Sei V ein reeller Vektorraum mit Norm ||-|[y und W ein
abgeschlossener Unterraum von V. Eine Bilinearform a : V' x V' — R heifit

e symmetrisch, falls a(u,v) = a(v,u) fiir alle u,v € V' gilt,
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e stetig, falls eine Zahl a,, € R, existiert, sodass

|a(u, v)| < aco|ullv|v]lv fiir alle u,v € V,

e W-elliptisch, falls eine Konstante cg > 0 existiert mit

a(w,w) > agllw||3 fiir alle w € W .

Proposition 3.8. FEs seinen o,c und f beschrinkte Funktionen mit
0<c(x) <coound 0 < opg < o(x) < oo
Dann ist a aus (3.8) symmetrisch und stetig auf H}(Q), mit
Uoo = MaX {000, Coo }

und HJ(Q)-elliptisch mit
ag = Y300
(o ist die Poincare-Friedrich Konstante (3.1)). Auferdem gilt a(v,v) > 0
fiir alle v e H(Q).
Beweis. o Fiir alle u,v € H}(Q) gilt:

|a(u, v)]

_|_

< / oVuVudx
Q

/ cuv dx
Q
A—Ineq.

<aso (/ |Vu - Vo dx+/ |uv] dx)
Q Q

< ase (IVull 2@ IVl 220 + Nlull 2@ 0] 2())
Cauchy-Schwarz for functions

< oo (/I 0) + IVul2a(0) /1012200y + V012 ) -

Cauchy-Schwarz for numbers

e Fir v e HY(Q) gilt:
la(v, )| :/U’V’U|2 dx+/01)2dac
Q Q

> UQ/ o |Vol? dz
0

>0.

(3.9)
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e From (3.9) it follows for v € H}(Q) .

2
la(v,v)| > a9 |v|Hé(Q) > UO’Y?ZHUH%P(Q) :
(3.1)
[]

Damit 1&8t sich die schwache Formulierung der Differentialgleichung in
kompakter Form schreiben:

a(u,v) = I(v) fiir alle v € Hy(Q) . (3.10)

Um eine Nédherungslosung zu bestimmen verwendet man die Galerkin-Methode:
Hierzu wihlt man einen (endlichdimensionalen) Teilraum V;, € Hj(€2) und
bestimmen u; € V}, welches die Gleichung

alup, vp) = U(vy) fiir alle v, € Hy(9) . (3.11)

Ist nun {¢1,...,d,} eine Basis von V}, dann fiithrt der Losungsansatz

Up = Z Ui i
i=1
auf das lineare Gleichungssystem
Atlp, = b mit dy, = (ug, ... ,un)T,
A= (i, 97)],; € R™™ b =[I(¢y)]; € R" .
Die Matrix A wird Steifigkeitsmatriz genannt.

(3.12)

Beispiel 3.9. Wir betrachten das homogene Dirichlet-Problem
—u” = fin (0,1) mit u(0) =u(1) =0.
Wir wéhlen fiir V;, den Raum der linearen Splines iiber dem &quidistanten
Gitter
Ap={z;=th:0<i<n,h=1/n}
mit homogenen Randdaten. Der Raum der linear Splines besteht aus den
Linearkombinationen der Hutfunktionen A;, i = 1,...,n—1, die am Knoten-

punkt i/n,den Wert 1 haben und an allen Nachbarknoten verschwinden.
Damit ergibt sich die Steifigkeitsmatrix

. 26h =
a(Ai, Aj) = /o A;(x)A;(x) de =< —1/h |Ji—j|=1

0 sonst
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Somit lautet das Gleichungssystem ausgeschrieben in diesem Fall

2 -1 uy by

Ll -1 2 ug || b2
h -1 : B ’

-1 2 Up—1 bn—1

wobei .
bi:/f(x)Ai(x)dx, i=1,...,n—1.
0

Satz 3.10. Es seinen o,c und f beschrinkte Funktionen mit c(z) > ¢o > 0
und o(x) > o9 > 0. Dann ist die Stefigkeitsmatriz A symmetrisch und positiv

definit.
Beweis. A = [a;j] ist offensichtlich symmetrisch, da
ai; = a(¢i, ¢;) = al¢;, ¢i) = aji

gilt. Ferner gilt fiir einen beliebigen Vektor v = (vy,...,v,)T € R™ und
v=>1" v €V,

7T Av = Z viv;a(ei, ¢j) = a (Z viqﬁi,Zquﬁj) =a(v,v) > 0. (3.13)
i=1 =1 N

ij=1 38
Somit ist A positiv semidefinit.

a ist auch H} () elliptisch und V;, C H}(Q), also ist 07 Av = 0 wegen
(3.13) genau dann Null wenn die zugehérige Funktion v = 0, also nur wenn
7 =0 gilt. 0

Unter den obigen Voraussetzungen hat das Gleichungssystem

Aty =b
fiir das Dirichletproblem eine eindeutige Losung .
Satz 3.11 (Ceas Lemma). Es seinen o,c und f beschrinkte Funktionen mit
Coo > c(x) > 0 und 00 > o(x) > 09 > 0. Sei f € L*(QQ). Bezeichne u die
schwache Lésung des Dirichlet Problems (3.2), (3.3), und uy, die Galerkin
Approximation. Dann gilt

max {0eo, Coo} .
_ < 290 W0y Foof Lk iy —
[ = unl (o) < - Jnf Jlu— vl

wobei vq die Konstante aus Poincare-Friedrich Ungleichung (3.1) ist.
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Beweis. Sei uy, die Lésung von (3.11) beziehungsweise u € H{ () die Losung
von (3.10), dann gilt fiir alle v € Vj,:
a(u —up,u —up) = alu — up,u —v) + alu,v — up) — alup, v — up)
= a(u —up,u—v) + (v —up) — (v —u)
=a(u — up,u—v) .
Aus der Stetigkeit (mit Stetigkeitskonstante ao, = max {0, coo} und der

H}-Elliptizitit (mit Elliptizititskonstante ag = v300) von a folgt dann fiir
jedes v € Vj,:

agllu — uh||12ql(Q) < alu —up,u —up)

e a,(u— Uh,u_v)
< oot = un| @[l = vl (0 -

Pr. 3.8

Mit folgt somit die Behauptung. O

Das Lemma von Cea zeigt, dass der Fehler der Galerkin-Approximation
in V}, hochstens um einen Faktor schlechter ist als die beste Approximation
in V}, der Originallosung wu.

Bemerkung 3.12. Bei dem inhomogenen Dirichletproblem definiert man sich
zuerst eine Funktion p : 2 — R, die die inhomogenen Randdaten fortsetzt.
Dann such man eine Loung u! von

a(t + p,v) = 1(v) for all v € H} (), (3.14)

Die Losung des inhomogenen Problems ist uf 4 p.
Bei dem Neumannproblem ist die rechte Seite

l(u):/vadx + /ngds

und folgendes Gleichungssystem mufl gelost werden:

a(u,v) = I(v) fiir alle v € H*(Q) .

Zur Realisierung der Galerkin-Methode brauchen wir geeignete Ansatzrdume

Vi, € H'(Q). Ublicherweise verwendet man bei finite Element Methoden T'ri-
angulierungen um das Gebiet €2 zu zerteilen.
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Definition 3.13. Ein Mengensystem von offenen Dreiecken I' = {71, ..., T,,}
heifit eine reguldire Triangulierung von €2, falls

L. T,NT; =0 fir alle ¢ # j,
2. UL T =9,
3. Fiir i # j gilt enweder,
(a) TINT; =0,
(b) T; NT; ist eine gemeinsame Ecke von T oder T}, oder
(c) eine gemeinsame Kante.
Die Ecken der Dreiecke nennt man Knoten.

Auf der Triangulierung fithrt man dann lineare Ansatzfunktionen ein
(analog zu linearen Splines).

Satz 3.14. Sei I' eine requldre Triangulierung des polygonalen Gebietes )
mit den Knoten x;, i = 1,...,n. Dann existieren stetige Funktionen A; :
Q—=R,i=1,...,n, mit den Figeschaften:

1. A1<"L'j):5”7 /L"j:17__.7n’
2. Ni(x) = Bi + au - x fiir € Ty, mit ay, € R?, By € R.

Die lineare Hiille V' = span{Ay,..., A, } besteht aus allen stiickweise lin-
earen Funktionen bzgl. der Triangulierung T'.

Der Gradient einen Elements von V' ist stiickweise konstant, und es gilt
VP C HY(Q).

Definition 3.15. Das Tupel (I, V1) heifit finite Elemente.
Das Analogon der Lagrange Interpolation fiir finite Elemente lautet:

Satz 3.16. Sei I' eine requlire Triangulierung von € C R? mit Knoten
{z; :i=1,...,n}. Gegeben seien Werte {y; :i=1,...,n}. Dann gilt ¢ =
Sty € VD und
V() =y, i=1,...,n.
Insbesondere bedeutet unsere Annahme, dass das Gebiet stiickweise lin-

earen Rand hat. Im folgenden Beweisen wir ein typisches Resultat fiir finite
Element Methoden:
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Satz 3.17. Sei I' eine requlire Triangulierung von €@ C R? mit Knoten
{z; :i=1,...,n}. Wir bezeichnen mit

e h die maximale Kantenldinge, und mit
e ay den minimalen Innenwinkel der Dreiecke T;, 1 =1,...,n.

Dann gilt fiir alle f € H?*(QY) und die zugehdrigen stickweise lineare Inter-
polanten 1 € V'

3
1f = llre@ < \/gh2HfHH2(Q) (3.15)

und

3
|f =Yl < VRl (an)

Beweis. Da_C2(§) dicht in H?(Q) liegt, reicht es aus (3.15) und (3.16) nur
fir f € C*(Q) zu zeigen.

Ml a2 - (3.16)

e Wir zeigen zuerst die Ungleichung (3.15) eingeschrankt auf ein Dreieck
T €T (anstelle von ). Die Ecken von T" bezeichnen wir mit zy, xo und
x3. Sei x € T' dann folgt aus der Taylor-Entwicklung

flay) = flx) +Vf(x)-dp + /01 di V2 f(x + tdy)dp(1 — t) dt, (3.17)

wobel
dk222$k—-$

bezeichnet. Somit gilt fiir den lineare Interpolanten in diesem Dreieck:
3
U(w) = fla)Ai(z)
3
= ()Y Ai(x) + Vf(x de/\k (3.18)

+ 3 (/0 iV f(z + tdy)di(1 — t) dt) Ax(z) .

Ar(z) =1 und Y zphp(z) =z, (3.19)

k=1 k=1
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und somit:

3
k=1

Insbesondere gilt auch

Z VA(z) =0 and Z 2, VAR(z) =1 . (3.21)

k=1

Dariiberhinaus gilt

3 3
S A@) <> Ayz)=1. (3.22)
k=1 k=1
Damit ergibt sich aus (3.18):
3 1
Z (/ di V2 f (2 + tdy,)dy (1 — t) dt) Ap(z),
=1

Aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt somit
(T(z) - f(2))*
3

323:(/ dtV2f a:+tdk)dk(1—t)dt)221\z(a;).

k=1

(3.22)<1

Integration iiber das Dreeick T liefert
@ - ) as
2
3.23
<Z/ (/ di V2 f( x+tdk)dk(1—t)dt) dx . (3.23)
Z;?k

e Als néchstes studieren wir das Integral I fiir ein festes k = 1,2, 3. Wir
definieren uns nun eine Kreissektor S;, mit Zentrum zx; und Offnungswin—
kel v, und Radius hr = maximale Seitenldnge des Dreiecks. In Sy
fithren wir Polarkoordinaten ein

xzwk—kmcgmitxg:(g)sgg)) ) 0 <0<0y+v, 0<r<hr.
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Abbildung 3.1: Wichtigste Information zum Beweis

Siehe Figure 3.1. Somit gilt
dp = xp —x = —rxg und x + tdy, =z, + (1 — t)rzy .

Damit und mit der Bezeichnung

2 L VZf(x) firxeT
Vf(‘”)'—{ 0 firs e RA\T

erhalten wir:
2

Oo+ve phr 1
I, = / / (/ T’2$év2f(xk + (1 — t)rgj9>x9(1 — t) dt) rdrdf .
6o 0 0

Mit der Substitution s = s(t) = (1 — ¢)r und der Cauchy-Schwarz
Ungleichung folgt dann:

Oo+vk  phr r 2
I, = / / (/ b V2 f () + swg)TeN/5V/5 ds) rdrdf
0o 0 0

Oo+7k ht T _ 2 r
< / / </ T2 f (2 + SZ’@)ZCQ‘ sds) (/ sds) rdrdf
9o 0 0 0
1 [Pty phr r__ 2
== / / ([ngf(xk + sxg):vg) s ds> 3 drdf
2 Jo, 0 0
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Nun verwenden wir, dass die Frobenius-Norm mit der Euklid-Norm
vertréglich ist, also, dass

2 2

< |agl? IV2f(xh + sz9)T
C_S|9| [z 0)To
S =1

’fﬁgV_Qf(l’k + Sxe)xe

< V2 f (g + swo) |7 -

Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt somit:

1 [l hr hr
I, < 5/ (/ V2 f(xr + sxg)]|2psds> (/ 7 dr) do
0
1

6o 0
Oo+vk phr
_ L / IV2F (2 + si0)|[%s dsdf
0o 0

8 (3.24)

1
< §h4T||f||%12(T)
1
< §h4||f||§{2(T) :
Aus (3.23) und (3.24) folgt somit

L =¥l = DI = ¢l72
Tell
3

3
< §h4 ZHJCH%TQ(T)

Tell

3
= §h4||f||%{2(9) )

und somit der erste Teil der Behauptung, (3.15)

e Die Hutfunktionen A;, j = 1,2, 3 verschwinden auf allen Knoten aufler
xj. Der Gradient der Hutfunktion ist konstant auf 7. Bezeichnen wir
mit ¢ = |VA;|, so gilt, weil die Hutfunktion auch linear auf der Nor-
mallinie Linie h; ist (siehe Figure 3.1) und dort die Steigung ¢ hat:

1
VA =+

J
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Somit gilt
h; = cos(90 — i) |2k, — x| = sin(yg) |2k — ;4] - (3.25)

Da wir vorausgesetzt haben, dass alle Winkel der Triangulation innere
Winkel sind alle Winkel zwischen 0° und 180° und somit sind die Sinuse
der Winkel positiv. Aus dem Sinussatz ergibt sich

sin(vy,)

|z, — x| = hp > hrsin(vg) > hrsin(ag) ,

sin(yx

<1

~—

{

und daraus ergibt sich somit:

1
IVA;| = 7
1
= |xk—xj|1$in’}/k (3.26)
~ hysin(ap) sin(yx)
< 4193,

~ hysin®(ag)

e Wir verwenden nun folgende Hilfsidentitiit: Sei z = (21, 29)" € R? be-
liebig, dann gilt

Z(z - 2x) VAg(x)

k=1

=2V (Z xk,lAk(ﬂU)) + 22V (Z x’“va’“@)) (3.27)

= 21V171 -+ ZQVZL’Q
(3.19)

=z .
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Somit folgt aus (3.17),

VU (x)
3
- 3
Z VAk(x) + Z (Vf(x) - 24)VAx(x) ka
=1
=0(3.21) =V f(x)(3.27) =0(3.21)

i (/01 V2 f (@ + tdy)dy(1 — 1) dt) VAL(2)

—Vf Z </ dt VQ 1' + tdk)dk(l — t) dt) VAk(LL’) .
Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung und (3.26) folgt somit:
V(¥ - f)(x)]”
2 3

3
< </ diNV? f(x + tdy)dp (1 — t) dt) Z|VAk z)[*
k=1 /O

3 2
3 1
< — A tdy)d(1 —t)dt | .
S ([ s+ - o)
Integration iiber T liefert dann:

¥~ fliper) = / V- )

~ sin? h2 Z Ik

T
k=1 *Ik(T)

9

< —h2 2 )
\_/'/SSinZL(OZO) T||fHH2(T)
(3.24)

Durch Summmation iiber 7" € T" erhélt man somit die Behauptung.
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3.2 Fehlerschranken fiir Finite-Element Meth-
oden

Finite Elemente Methoden l6sen partielle Differentialgleichungen mit Ansatz-
funktionen (klassisch Hutfunktionen) auf einer reguléren Triangulierung. Es
gibt auch Methoden hoherer Ordnung, auf die wir aber in der Vorlesung nicht
eingehen.

Wir betrachten das elliptische Dirichletproblem:

—V - (oVu)+cu= fin 2, u=0onT, (3.28)

mit 0 < ¢ < 0(2) < 0o und 0 < ¢(x) < €. Sei u die Losung von (3.28) und
uy, die Galerkin-Approximation auf dem Raum V}, der linearen Hutfunktionen
mit 0 Dirichlet-Randbedingungen.

Wir setzen voraus, dass I' eine reguldre Triangulierung mit maximaler
Kantenldnge A und minimalen Innenwinkel oy > 0 ist.

Satz 3.18. Sei u € H*(Q) N Hy(QY) ein Lisung von (3.28). Dann existiert
eine Konstante ¢; > 0 (die nicht von f abhingt), sodass:

H’LL — uhHH1(Q) S cthuHHQ(Q) .

Beweis. Aus Ceas Lemma, Theorem 3.11, folgt fiir die linear finite Element
Funktion ¢ € V},, die u an den Knoten von I' interpoliert:

max {0oo, Coo }

IN

lu — unllm inf [Ju —vnlme)

7&210-0 v EVY
max {00, Coo }
< ——=lu — Y| gy,
Yq00

Aus Satz 3.17 folgt, dass eine Konstante k; existiert, die von o abhéngt,
sodass

lu =Vl < ribllull @),
woraus nun die Behauptung folgt. O

Dieser Satz benétigt Glattheit der Losung (u € H?*(Q)). Solche Losungs-
theorie findet man in klassischen Biicher iiber partielle Differentialgleichun-
gen, wie etwa [4]. Ein solches Resultat besagt: Ist 2 ein konvexes, polygonales
Gebiet und ist o € C'(€), so gibt es eine Konstante ¢, gibt, die nur von
abhéngt, sodass

lull g2y < el fllz2o) - (3.29)
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Satz 3.19. Sei Q ein konvewes, polygonales Gebiet und o € C*(Q). Dann
qgilt
lu — unll 2 < coh®||ullmz@) wobei co = max {0, coo } Ciea
wobei ¢1, ¢y die Konstanten aus Theorem 3.18 und (3.29) sind.
Beweis. Sei w eine Losung von

—V - (oVw) +cw =u—uy in Q, w=0onT. (3.30)

Wegen (3.29) gilt w € H*(Q)NH (). AuBerdem 16st sie das Variationsprob-
lem:

a(w,v) = O’/ Vw - -Vuv+cwvder = /(u — up)v dz fir alle v € H&(Q) .
Q Q

(3.31)
Mit dieser Bezeichung gilt auch

a(u,v) = a(up,v) = / fodrund v €'V,
Q
und die Galerkin-Approximation wy, € Vj, von (3.30) erfiillt die Gleichung
a(wp,v) = /(u — up)vdx fir alle v €'V, . (3.32)
Q

Damit gilt insbesondere
0= a(u — up, wy) = alwp, u — uyp) . (3.33)

Sei ao, = max {0u, €} Wie in Proposition 3.8, dann gilt:

= a2y = / (u — up)? de

a(w,u — up)

w0
{II
)

31)

a(w — wp,u — up)

{II

(3.33)

< oo ||w — wh| 1) |lu — unl| a1 (@)
< ascrh|wl g2@ycibllull g2

Satz 3.18

oo Cacoh?||u — up| 2o l|ull 2

(I/\

(3.29

=

und durch Durchdividieren die Behauptung. ]
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3.3 Steifigkeitsmatrix

Die finite Element Methode reduziert sich auf das Losen des Gleichungssys-
tems

Aty =b, (3.34)
mit Steifigkeitsmatrix A, wobei
aij = a(@, QSJ) = / JV@- . V¢] + C¢i¢j d.’L‘ . (335)
Q
Die Matrix ist diinn besetzt.
Fiir jedes Dreieck Ty, € T ist
Sk = [/ oV -Voj + ch;o; dm} e R™" (3.36)

v

eine Matrix, die aus allen Teilintegralen iiber dieses eine Dreieck besteht.
Diese Matrizen werden Elementsteifigkeitsmatrizen genannt. Diese Matrizen
konnen leichter analytisch berechnet werden als die Matrix A. Wegen

a(¢i, ;) = /QUV@' Vo, + coi0; dx

= i O'V¢1 . V¢j + C¢i¢j dzx
T
k=1 k

folgt daraus
A= 5. (3.37)
k=1

Zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen wird mit der Transfor-
mation
O(s,t) = o1 + s(xg — 1) + t(xs — 21) (3.38)

das Referenzdreieck
D={z=(s,t)':s>0,t>0,s+t<1} (3.39)

auf ein Dreieck T € T mit den Ecken z; = (¢, m)", ¢ = 1,2,3 abgebildet.
Damit gilt

-G G—G

D' (s,t) =[xg — 11 35— 21| =
0=l msmnl =10 e
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Die beiden Vektoren sind in einem nicht degenerierenden Dreieck linear un-
abhéngig, woraus folgt, dass

d=det® = (¢ —C1)(n3s —m) — (G = C)(m2 —m) #0.

Somit gilt

@/—1_1 n3—m C—C3
dlm—1m G- |

Beispiel 3.20. Wir berechnen die Elementsteifigkeitsmatrix S = [s;;] fiir den
Fall des Laplace-Operators L[u] — Au und ein Dreieck T € T mit dessen
Ecken x1, x5 und x3. Wir bezeichen mit A;, ¢ = 1,2, 3 die Hutfunktionen, die
an den Knoten z; den Wert 1 haben, und sonst Null sind. Dann ergibt sich:

Sij = / VoAi(z) - Vi A;(z) dz
~ [ Vah(®() - Vay(@(2) lden] dz

= |d| /D(CD’tVZAi(CI)(z))) (DTN (D(2)) [detd'|) dz

Die Funktion A;(®(-)) ist wieder eine Hutfunktion iiber D mit Wert 1 an der
Ecke z;, und Null an den anderen Ecken. Daher ist

V. (A (2()) -1 -1
Go=| V.(As(@() | =] 10
V. (A3(2())! 0 1

Die Integranden von s;; sind also konstant und der Flacheninhalt von D ist
0.5 folgt damit fiir 7,5 = 1,2, 3:

d
Si]‘ — %G@ll@,th
:L Zi:g? gj:gz Me—MN3 N3 —MT T — 72
2|d| B—GC -G G-«

m—"1n C—~C



