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1. Wir betrachten die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung

ou 8%u
- = (¢t 1 1
mit Anfangszustand
U(O,$) = Uo(it), HARS [Oa 1]7 (2)
fiir eine gegebene Funktion ug € C°°([0,1]) mit ug(0) = up(1) = 0 und den
Randbedingungen
u(t,0) =u(t,1) =0 fiir alle ¢>0. (3)

(a) Sei v € C*°(]0,00) x R) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung

v 0%v
E(th)—ﬁ(t,xh t>0, erR,,

mit den Eigenschaften

v(0,z) = up(x) fir alle x € [0,1],
v(t,x) = —v(t,—z) firalle ¢>0, z€R und
v(t,z +2) =v(t,x) fir alle ¢>0, z € R.

Uberzeugen Sie sich, dal dann die Funktion u € C*([0, 00) x [0, 1]), definiert
durch

u(t,z) =v(t,z) fir ¢t>0, x €0,1],
eine Losung des urspriinglichen Problems (1), (2), (3) ist.

(b) Wir entwickeln die periodische Funktion R — R, x +— v(¢,2) nun fir jedes
t > 0 in eine Fourierreihe:

o(t,z) = Y ()™, t>0, z€R.

k=—o0
Zeigen Sie, dal die Funktionen 95 dann die Differentialgleichungen
o (t) = —m2k*0x(t), t>0, k€ Z,

erfiillen miissen.



(c) Folgern Sie, daB sich die Losung v in der Form
U(t,x) — Z Cke—ﬂ2k2te7rikw
k=—o0

mit geeigneten Konstanten Cj, € C schreiben lassen mufl.
(d) Zeigen Sie, da8 die Konstanten Cj dann durch

1 /! , 1!
Cy = 5/ (0, y)e" ™Y dy = f/ uo(y) sin(rky)dy, k€ Z,
1 1 Jo

gegeben sind.
(e) Schlieflen Sie daraus, daf

u(t,z) = chefﬂzk% sin(rkz), t>0, z€]l0,1],
k=1

mit den Konstanten

1
e = 2/ uo(y) sin(rky)dy, ke N,
0

eine Losung des urspriinglichen Problems (1), (2), (3) ist.

(f) Bestimmen Sie explizit die Lésung v von (1), (2), (3) fiir den Anfangszu-
stand
uo(x) = 2sin(mz) +sin(3wz), =z € [0,1].

(a) Verifizieren Sie, daB fiir jede beschrénkte Funktion ug € C(R) die Funktion
u € C?((0,00) x R), gegeben durch

1 > x—y)?
u(t,:z)—@/ e T ugly)dy, t>0, z€R,

eine Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

%(t,z) = %(t,x), t>0,zeRR,
mit
}iir}) u(t,z) =up(z), z€R,
ist.

(b) Zeigen Sie, daff die Funktion R — R, x — u(t, z) fiir alle ¢ > 0 und fiir belie-
bige beschrénkte Anfangswerte ug € C'(R) eine beliebig oft differenzierbare
Funktion ist.



