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Ubungsblatt 6

1. Wir betrachten fiir A € GL(2,IR) die lineare Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t), t>0, (1)
fiir die Funktion y € C1([0, 00); R?).

(a) Zeigen Sie, dafl die einzige stationédre Losung y(t) = 0 ist.

(b) Uberzeugen Sie sich, daB eine Transformation z(t) = Sy(t), S € GL(2,C),
exisitiert, so dafl z (je nach Wahl von A) entweder die Differentialgleichung
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fiir gewisse A1, Ay € C, oder die Differentialgleichung

w=(5 )0 0

fiir ein A € C erfiillt.

(c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung z € C1([0, 00); C?) der Differential-
gleichung (2).

(d) Finden Sie die allgemeine Losung 2z € C'([0,00); C?) der Differentialglei-
chung (3).
Hinweis: Fassen Sie die Differentialgleichung als Gleichungssystem fiir die

Komponenten z; und zo auf, und reduzieren Sie das System dann auf eine
Differentialgleichung der Form

21 (t) = Az (t) + CeM fiirein O € C.

Diese Differentialgleichung kémnen Sie mit dem Ansatz z; (t) = c(t)e* losen.

(e) Diskutieren Sie, in welchen Fillen die Losung y(t) = 0 stabil (d.h. jede
Losung von (1) mit einem Anfangswert, der geniigend nahe bei 0 ist, bleibt
fiir alle Zeiten nahe bei 0) beziehungsweise asymptotisch stabil (d.h. stabil
und jede Losung von (1) mit einem Anfangswert, der geniigend nahe bei 0
ist, konvergiert fiir ¢ — oo gegen 0).



2. Sei nun die nichtlineare Gleichung

y'(t) = fy®), t>0,

fir die Funktion y € C'([0,00); R?) mit f € C'(R?;R?) gegeben. Weiters sei
yo € R? eine Nullstelle des Vektorfelds f: f(yo) = 0, und der Realteil aller
Eigenwerte der Matrix df(yo) sei kleiner als null.

()

Wir fiihren die Funktion 2z € C*(]0, 00); R?), gegeben durch z(t) = y(t) — o

fiir alle ¢ € [0, 00), ein. Zeigen Sie, daf z eine Differentialgleichung der Form
Z(t) — Az(t) = £(2(1)) (4)

mit A € GL(2,R?) und einer Funktion lim, .o % = 0 erfiillt.

Verifizieren Sie, daf jede Losung von (4) die implizite Gleichung

)= <zi(0)z}(f)(t) + /O &(2())27 (t — s) ds)
i=1

erfiillt, wobei z}(f) € C1([0,00);R?), i = 1,2, die Lésungen der homogenen
Gleichung

21 (t) = Azy(t)  mit Anfangswerten z}(ll) = (é) bzw. z}(f) = (2)

sind.

Zeigen Sie, dafl Konstanten a@ > 0, ¢ > 0 und § > 0 existieren, so daf} auf
jedem Intervall [0,T], T > 0, auf dem ||z(¢)|| < ¢ fiir alle ¢t € [0,T] gilt, die
Ungleichung

t
llz(t)]| < ce™ | z(0)| + %/o e 9| 2(s)||ds fiir alle ¢ € [0, 7]

erfiillt ist, und folgern Sie mit der Gronwall’schen Ungleichung, dafl dann
I2(t)|| < ce2%|2(0)|| fiir alle ¢ € [0, T].

gilt.
Hinweis: Die Gronwall’sche Ungleichung besagt, daf eine stetige Funktion
u € C(]0,T]), die die Ungleichung

t
u(t) <a-+ b/ u(s)ds fiir alle ¢ € 0,7
0
mit beliebigen Konstanten a € R, b > 0 erfiillt, durch

u(t) < ae®, tel0,T],

abgeschétzt werden kann.

Folgern Sie daraus, dafl y(t) = yo eine asymptotisch stabile stationére
Losung ist.



