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1. Wir betrachten das Beverton-Holt-Modell fiir das Populationswachstum. Die Po-
pulationsgrofie (z,,)22, C [0, 00) geniigt demnach einer Rekursionsgleichung der
Form
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fiir gewisse Parameter @ > 1 und b > 0.
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Bestimmen Sie die stationdren Punkte der Rekursionsgleichung (1) und
diskutieren Sie die Stabilitét dieser Punkte.

Finden Sie fiir gegebenen Anfangswert xy > 0 die Losung der Rekursions-
gleichung (1), indem Sie zuerst die Rekursionsgleichung

1 b
Ynt1 = —Yn +—, n € Np,
a a

fiir die Folge (yn)52, definiert durch y,, = i, n € Ny, herleiten.
Zeigen Sie, daf} sich die Rekursionsgleichung (1) auf die Form

Tn a—1 a—1
Tnigl — Tp = TTn41 (17?)7 r= P K= p n € Ny,

bringen 148t, weshalb wir sie als diskrete Version der Differentialgleichung

z'(t) = ra(t) <1 - xé?) , t>0, (2)

interpretieren konnen.

Finden Sie mit Hilfe der Separation der Variablen die Losung 2 € C'*(]0, 00))
der Differentialgleichung (2) zu gegebenem Anfangswert x(0) = z¢ und
vergleichen Sie die Losung mit derjenigen der Rekursionsgleichung.

Hinweis: Eine Differentialgleichung der Form z’'(t) = f(z(t))g(t), t > 0,
mit Anfangsbedingung z(0) = ¢ ld8t sich mittels Separation der Variablen
16sen, indem man verwendet, daf} eine Lésung x € C1([0, 00)) die Gleichung

/Qf(t) 1 t ()
—dz:/gsds, t>0,
xo f(Z) 0

erfiillt.



2. Sei f: R — R eine stetige Funktion, und sei * € R ein periodischer Punkt mit
Periodenlénge 2 der Rekursionsgleichung

ZTpi1 = f(zn), n € N.
Zeigen Sie, dafl die Rekursionsgleichung auch einen stationdren Punkt besitzt.

3. Wir betrachten die als Autoprotolyse bezeichnete chemische Reaktion
H?0" + OH™ = 2H?0

in reinem Wasser. Wir bezeichnen mit den Funktionen Nysg+, Nog-, Ng20 €
C1([0,0)) die Stoffmenge der jeweiligen Komponenten als Funktion der Zeit und
modellieren die Reaktion durch die Gleichungen

Nipzo+(t) = —aNuso+ (t)Nou- (t) + BNuzo(t), ¢ >0,
Now- (1) = Mo+ (1), >0, (3)
Nip2o(t) = =2Ngag+ (1), t>0,
wobei a > 0 die Reaktionsgeschwindigkeit des Prozesses H2Ot + OH~ — 2H20

und 8 > 0 die Reaktionsgeschwindigkeit des umgekehrten Prozesses parametri-
siert.

(a) Finden Sie die stationiren Losungen des Gleichungssystems (3). Was 148t
sich iiber die Stabilitdt der stationédren Losungen sagen?
(b) Fiihren Sie die neuen Variablen
z(t) = Nmzo+(t) + Nou- (1),
y(t) = Nuso+ (t) — Nou- (t) und
z(t) = Nuso+(t) + Nou- (t) + Nizo

ein, und schreiben Sie die Gleichungen (3) in

SV +262(8), >0,

y'(t) =0, t>0,

2 (t) = —2a2(t) — 28z (t) +

Zl(t) == O, t> 07

um.

(¢) Bestimmen Sie zu vorgegebenen Anfangsstoffmengen Nyso+(0) > 0, Nog- (0) >
0 und Ny20(0) > 0 die Losung des Gleichungssystems (3).



