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Sei A € C™™ diagonalisierbar. Zeigen Sie, dass eine Norm ||-|| 4 auf C"
existiert, sodass die von ||| 4 induzierte Matrixnorm ||-|| auf C"*" die
Gleichung

IA[l = p(A)

erfiillt. Dabei bezeichnet p(A) den Spektralradius der Matrix A, also
den Betrag des (betragsméfig) grofiten Eigenwertes von A.

Fiir welche ¢ > 0 ist die durch

| Al] := cmax|a; ;|
27‘7

definierte Norm auf C™*" submultiplikativ? Existiert fiir ein ¢ > 0 eine
Vektornorm auf C", die ||-|| induziert?

Bestimmen Sie die Singuldrwertzerlegungen der Matrizen

G j) und (0 3 4).

Bestimmen Sie die Moore—Penrose—Inverse der Matrix

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

Sei A € C"™*" eine beliebige Matrix, und sei o > 0. Zeigen Sie, dass
die Matrix A*A + al invertierbar ist.

Zeigen Sie iiber die Charakterisierung durch die Singularwertzerlegung,
dass die Moore-Penrose-Inverse A' einer Matrix A € C™*" die Glei-
chung
AT = lim (A*A +al)~ A
a—0t

erfiillt.
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Sei A € C™" eine Diagonalmatrix der Gestalt A = diag(ay,...,a,),
und sei t € R. Zeigen Sie, dass auch exp(At) eine Diagonalmatrix ist,
und zwar von der Form exp(At) = diag(e™?, ..., e?).

Betrachten Sie die gewohnliche lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung
2™ 4 a2V 4 a0 4 a1+ apr =0, (1)

wobei z: I — K (K =R, C) die gesuchte (skalarwertige) Funktion ist.
Diese Gleichung n-ter Ordnung kann man in ein dquivalentes System
von n Differentialgleichungen erster Ordnung fiir eine (vektorwertige)
Funktion v = (ug,u1,...,u,—1): I — K" umschreiben, indem man
uo(t) = x(t), ur(t) = @(t),. .., up_1(t) = 2D (t) setzt.

Bestimmen Sie eine Matrix A € K"*" derart, dass die Differentialglei-
chung (1) dquivalent ist zur Gleichung

1= Au.

Der harmonische Oszillator wird beschrieben durch die Differentialglei-
chung i (t) + 26i(t) + wiz(t) = 0, wobei wy > 0 (riicktreibende Kraft)
und 5 > 0 (Dampfung). Schreibt man diese Gleichung mithilfe des in
Beispiel 169 beschriebenen Verfahrens um, so erhélt man die Gleichung

a(t) = Au(t)  mit A= (_Sﬂ B ﬁ) .

0

Zeigen Sie, dass die Matrix A genau dann diagonalisierbar ist, wenn 3 #
wp. Bestimmen Sie fiir diesen generischen Fall die allgemeine Losung der
Differentialgleichung. Wie unterscheiden sich die Losungen in den drei
Féllen 8 = 0 (ungedampfter Fall), 0 < f < wy (schwach gedampfter
Fall) und 0 < wy < (B (stark geddmpfter Fall) qualitativ? Betrachten
Sie dabei insbesondere das Verhalten der Losungen fiir ¢ — oo und
zeigen Sie, dass im (nichttrivialen) stark geddmpften Fall die Funktion
u maximal eine Nullstelle besitzt. Wie dndert sich die Frequenz der
Schwingung, wenn sich im schwach geddampften Fall die Dampfung dem
kritischen Fall § = wy anndhert?



