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. Sei H ein Hilbertraum und K eine konvexe, nicht-leere, abgeschlossene
Teilmenge von H. Zeige, dass die orthogonale Projektion Px : H —
H eine nichtexpansive Abbildung ist, also

[Px(x) = Px()|| < [lx =yl -
. Sei H ein Hilbertraum, K eine konvexe, nicht-leere, abgeschlossene
Teilmenge von H und 9K = K\ K

(a) Zeige, wenn x ¢ K, dann Pg(x) € 0K und d(x,K) = d(x, 0K).

(b) Weiters zeige, dafl wenn x ¢ K und dK konvex und nicht-leer,
dann gilt Px = Pyg.

. Sei H ein Hilbertraum und Kj, K, zwei konvexe, nicht leere, abgeschlossene
Teilmenge von H, so dafd K; C Kj. Zeige es gilt fiier alle x € H

1P, (x) — P, (x) |17 < 2(d(x, K1)* = d(x, K2)?).

. Sei K = {f € Ly[0,1]| [y |f(x)|dx <1} C L0, 1).

(a) Zeige, dafs K abgeschlossen, konvex und nicht-leer ist.

(b) Der orthogonale Projektor Px(g) = ¢ is definiert als

o J8(x) —kg(x)/[g(x)], x €Ki
g(X)—{O’ CEK,

Wobei K; := {x € [0,1] | |g(x)| > t}, k > 0 mit k = k¢(k)
und ¢(t) = [ |g(x)|dx — t|K;|. Berechne die orthogonale Pro-
jektion Pk (8x).



5. Sei H ein reeller Hilbertraum

(@) f : H — R linear und stetig auf H. Zeige, daf’ ¢ : H — R,
wobei ¢(x) = ||x||> — f(x), von unten beschrankt ist und sein
Infimum in einem eindeutigen Punkt auf jeder beliebigen kon-
vexen nicht-leeren Menge erreicht.

(b) Sei ¢ : L,[0,1]R definiert als ¢(f) = [ |f(x)[%dx — 16 [} xf(x)
und K = {f € L,[0,1]| fol |f(x)|dx < 1}. Finde die eindeutige
Funktion f € K, so da ¢(f) = infrex ¢(f)-

6. (Freiwillig) Sei H ein reeller Hilbertraum. Sei a : H x H — R eine
Bilinearform auf H fiir die gilt

vriyeH |a(x,y)| <Cllx|llyll und Vx € Ha(x,x) > ax|?
mit C > 0 und & > 0.Zeige
(a) Es gibt ein stetiger linearer Operator T auf H, so dass
Vx,y € Ha(x,y) = (Tx,y) .

(b) T(H) ist dicht in H.

(c) Vx € H gilt ||Tx|| > al|x||. Zeigen sie, daB T injektiv und T(H)
abgeschlossen ist.

(d) T ist ein Isomorphismus von H auf H.



